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Kivonat

A XX. szazad rohamos fejlédést hozott a fizika szinte minden terii-
letén. A kvantummechanika forradalmasitotta az atomi méretd objek-
tumokrol alkotott klasszikus elképzeléseket és egy jelenségekben gaz-
dag, gyakran meghokkentd tulajdonsidgokkal rendelkezé 4j vilagot tart
elénk. Einstein altalanos és specialis relativitas elmélete modositotta
magarél a térrél és idérsl kialakult hagyomanyos elképzeléseket minek
kovetkeztében magarol az univerzumrdl alkotott képiink is megvalto-
zott. A szézad masodik felében a kvantumtérelméletek fejlédése le-
hetévé tette a részecskefizika standard modelljének kialakitésat, mely
az univerzum elemi épit6koveinek miikdodését tarta fel. A radioaktivi-
tas, a maghasadas felfedezése 0j energiaforrast, terapias eljarasokat és
vizsgdlati modszereket adott az emberiség kezébe. A félvezets anyag
felfedezése lehetévé tette, hogy olyan speciélis kristalyokat allitsunk eld
melynek vezets tulajdonsigait mesterségesen szabdalyozhatjuk. Ennek
koszonhetjiik tranzisztor a mikrochip és az elektronikus szamitégép
létrejottét, melyek a modern élet elengedhetetlen kellékei. Egy jegyzet
keretein beliil lehetetlen vallalkozas volna minden részletében menden
bemutatni azt a hatalmas szellemi haladést amit a tudomany a mult
szdzadban elért, ezért a szerzdk a legfontosabb eredmények alapjainak
bemutatasat, a tudoméanyban felmerilt alapproblémék és az ezekre
adott valaszok lényegének ismertetését tiizték ki célul.
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1. A tudomanyos modszer

A modern fizika eredményei sokszor a hétkdznapi tapasztalatainknak, in-
tuicidinknak ellentmondoéak, ezért a "jozan ész" gyakran rossz tanacsadd a
problémak elemzésekor. Az ember intuicidja a fizikai vilagban talalhato jelen-
ségekkel kapcsolatban az evoldcid soran alakult ki, és abban a kornyezetben
miikodik jol, amihez az ember fejlédése soran alkalmazkodott, ami tipikusan
az afrikai szavanndkon el6fordulé méret, sebesség, és hémérséklet tartoma-
nyokat jelenti. Ezért van az, hogy a gépek mechanikai részének megértéséhez
(daru miikodése, mérleg, fék stb...) elég egy kicsit odafigyelni esetleg egy
kisérletet bemutatni, és a legtébb ember méris érti hogyan miikddik annak
ellenére, hogy esetleg nem tudja a matematikai formalizmust ami leirja az
adott jelenséget. Az elektromossaggal kapcsolatban mar kicsit komplikal-
tabb a helyzet. Fogalmakat kell elsajatitani (erGtér, toltés) amiknek nincs
megfelelGje a klasszikus mechanikdban, igy a helyes intuicié kialakitasahoz
nagyon sok kisérletet kell végezni, illetve problémat kell megoldani. A je-
lenségek megértése nem feltétleniil azt jelenti, hogy az illetd tisztaban van a
tudomanyteriilet matematikai formalizmuséval hanem azt, hogy rendelkezik
a jelenségeket hatékonyan és helyesen magyarazo fogalmakkal és azokat jol
hasznélja a problémék leirdsara. Erre legjobb példa Faraday aki nem kapott
magas szintd matematikai oktatast, de az erdtér fogalmanak megalkotasaval
nagyon intuitiven tudta magyarazni az elektromos és magnese jelenségeket.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ahogy a fizika egyre tobb jelenséget
vizsgalt a hétkéznapi mérettartoméanytol egyre tavolabb keriilve egy nagyon
maésféle vildgot tapasztalt mint amit megszoktunk. A vilag méas és més skalan
(nagy sebességek esetén, kis mérettartoményokban, az univerzum léptékén)
méshogy és mashogy viselkedik. Ez az eredmény méar onmagaban megle-
p6, hiszen latszolag semmi nem indokolja ezt a valtozast, nem tapasztaljuk
jelét a hétkoznapjaink soran. (Ha egy téglat kisebb és kisebb darabokra vé-
gok mikor elérek a téglat alkotdé molekulak méretskalajara a darabok mar
kvantummechanikai viselkedést mutatnak, pedig amikor még egyben voltak
az egész téglaban, semmi kvantummechanikait nem tapasztaltunk: az alko-
torészek ezen tulajdonsdga nem mutatkozik meg a hétkéznapi koriilmények
kozott)



A tudomanyos modszer elemei

Mivel a modern fizika olyan koriilmények kozott vizsgalja a vilagot ami
messze all attol a tartomanytol amirdl jol kialakult latasmodunk van, sziikség
van egy megbizhat6é modszerre, mellyel a hibas feltételezéseket ki lehet sztir-
ni. Ez a tudomdnyos maodszer ami elgondolasaink, feltételezéseink folyamatos
megkérdGjelezésén, ellenGrzésén alapul. A modszer 1ényege a kovetkezSkép-
pen foglalhato Ossze:

1.

Altalanos elmélet felallitasa Ez egy olyan modszer és fogalomrend-
szer ami eddigi tapasztalataink egy részét koherens moédon magyarazza.
Az elmélet hatarait keresve olyan jelenségek utan kutatunk amiket nem
tud magyarazni, hogy ezek segitségével javitsunk azon.

Hipotézis felallitasa Az eddigi tapasztalatokra és a mar meglévé fizi-
kai fogalmakra (elméletre) alapozva feltételezziik, hogy adott koriilmeé-
nyek kozott (pl.: hémérséklet, nyomas, méretskala, energia, sebesség)
hogyan viselkedik egy fizikai rendszer. Fz lehet egy méar meglévd elmé-
let kib&vitése is, vagy egy teljesen 1j feltevés.

Tesztelhet6 joslatok felallitasa Ahhoz, hogy ellenérizhessiik elméle-
tiink helyességét elGszor képesnek kell lennie ellenérizhets eredmények
eloéallitasara. Egy olyan elmélet ami nem ad ellenérizhets joslatot lehet
barmilyen szép, gyakorlati szempontbol hasznosithatatlan.

Megfigyelések, kisérletek elvégzése Ha a hipotézisiink képes ellen-
Orizhets eredményeket produkalni akkor mérések elvégzésével tesztel-
hetjiik. Ennél a lépésnél nagyon fontos az adatok kiértékelése, mely
soran kisztirjiik a hibas mérési eredményeket (pl. rosszul mikods be-
rendezés), meghatarozzuk az adatok pontossagat és ha kell djra el-
végezziik a mérést. A mérési eredményeknek megismételhetének kell
lenniiik, azaz tobb egymastol fiiggetlen vizsgalatnak is igazolnia kell
azok helyességét.

A tapasztalatok beépitése az 11j elméletbe, hipotézisbe A mérési
eredmények alapjan levonjuk a kovetkeztetést a hipotézisiinkre vonat-
kozdan. Ha a mérések nem mondanak ellent neki akkor feltételezziik,
hogy igaz és visszatérve az 1.-es ponthoz 1j koriilmények kozott pro-
béaljuk meg ellenérizni. Ha a mérések ellentmondanak neki, akkor 1j
hipotézist kell felallitani.



Fontos, hogy a hipotézist amit ellenérizni akarunk egy fizika rendszerre
vonatkozoan &llitjuk fel, és nem az egész vilagra vonatkoz6 minden koriilmé-
nyek kozott igaz allitas. A tudoményos modszer rejtetten épit arra a feltevés-
re, hogy minden jelenség leirasanal nagyon sok olyan kiilsé tényez6 van amik
hatasa a megfigyelt mennyiségekre (és a hipotézisre) vonatkozoan elhanya-
golhato. Ha egy kisérletnél minden kiilsé hatas egyforma nagy jelentGséggel
birna, akkor lehetetlen lenne egyre finomabbéa valo egyre pontosabb elmé-
letekkel kozelitsiink a valosaghoz, hiszen kezdettél fogva minden pontosan
figyelembe kellene venniink, ami lehetetlen feladat. A tudoméanyos moédszer
tehat akkor alkalmazhato hatékonyan ha egy olyan hipotézissel van dolgunk
ami viszonylag kis szamu fizikai mennyiséggel operél és az ezek kozotti Gssze-
fiiggést magyarézza. Ez egyben azt is jelenti, hogy a sok kiils6 paraméter ami
nem szerepel a hipotézisben elhanyagolhat6 az adott koriilmények kodzott.

Mikor a médszer jol alkalmazhaté

Egy példa arra amikor a tudomanyos modszer jol alkalmazhatoé az ohmikus
ellenallas mérése. Itt a hipotézis az Ohm-térvény, a kis szamu jol megha-
tarozott mérhetd fizikai mennyiség amik kozott kapcsolatot teremt pedig az
aramerdsség és a fesziiltség. Az, hogy egy vezetékdarabhoz egy aram és fe-
sziiltségfiiggetlen konstanst lehet rendelni a hipotézis része és csak bizonyos
koriilmények kozott igaz. példaul ha a vezeték melegedni kezd megnd az ellen-
alldsa, ezért az nem aramerdsség fliggetlen idében alland6 konstans mennyi-
ség. A hipotézisiink csak szobahdmérsékleten (allandd hémérsékleten) igaz,
mert ekkor a hémérséklet olyan "kiils6" hatés (sok masikkal egyiitt) amit
elhanyagolhatunk. Ha finomitani szeretnénk az elméletet akkor figyelembe
lehet venni pl. a h6mérsékletet. Egy feltevés lehet, hogy az ellenéllas valtoza-
sa aranyos a hémérséklet megvaltozasaval. Mikor ezt a hipotézist teszteljiik
meg kell mérniink az ellendllast kiilonb6z& hdmérsékleteken. Lathato, hogy
igy ez az elmélet eggyel tObb mérhetd fizikai mennyisége tartalmaz, neveze-
tesen a hémérsékletet, ami ezelGtt egy kiils6 elhanyagolt tényez6 volt. Egyre
tobb és tobb paramétert figyelembe véve fokozatosan haladva egyre ponto-
sabb és Osszetettebb elméletet alkothatunk. Ez a tudomanyos modszer egyik
nagy elénye, hogy lehet6vé teszi, hogy egy bonyolult problémét részekre bont-
va vizsgalhassunk meg és igy allithassuk Gssze Gjra egésszé. Sokszor azonban
nem nyilvanvalo, hogy mik azok a kiils6 paramétereket amiket eredményesen
épithetiink be a modellbe, vagy, hogy hogyan kell ezeket beépiteni. A legtébb
elmélet kiterjesztésénél ez jelenti a kihivast. Az ellenallasos példanal maradva



ha tovabb teszteljiik a hémérsékletfiiggést kideriil, hogy bizonyos anyagokat
nagyon kis hémérsékletre lehtitve az ellenallasuk egy ugrassal nullara esik.
Ez a szupravezetés jelensége aminek megértéséhez kvantummechanikara van
sziikség. A fenti séméaban ez azt jelenti, hogy elég alacsony hémérsékleten
méar nem elhanyagolhato tényez6 az, hogy a vezeték atomokbol és elektronok-
bol all amik kvantummechanikai viselkedést mutatnak. A modelliink méasik
hatara a magas hémérsékleten talalhato amikor az ellenallas elolvad és igy
nem vezeti tobbé az aramot. Ekkor a kiils6 tényezé amit eddig nem vettiink
figyelembe az atomokat, molekulakat Gsszetarto erd.

Mikor iitkozik a moédszer nehézségekbe?

A tudoméanyos modszer nem alkalmazhat6é konnyen olyan esetekben amikor
a vizsgalni kivant rendszer nehezen vélaszthato le a kornyezetérdl, azaz mi-
kor nem tudunk egy szabalyt alkotni arra, hogy eldontsiik mit hanyagolha-
tunk el és mikor. Az él6 szervezetek tipikusan ilyen rendszerek: viszonylag
valtozatlanul viselkednek egy szdmukra megfelel§ paramétertartomanyban,
azonban még itt is latszolag jelentéktelen tiing koriilmények megvaltozasara
nagyon heves reakciot produkalnak. Az ilyen rendszerek vizsgalata tudo-
méanyos modszerekkel nem lehetetlen de tipikusan nehéz, mert a felallitott
hipotézisek nagyon sok fizikai mennyiséget tartalmaznak, ezért a mérések
bonyolultak, sok a hibalehet&ség, nagyon sok kontroll kisérletre van sziikség.
Ilyen esetekben hatékony modszer az effektiv elméletek felallitasa, melyek
szandékosan nem probalnak meg altalanosak lenni, csak egy sziik paraméter-
tartomanyon beliil hasznalhatéak. Az altalanossag felaldozésa révén azonban
csOkkenthetd a relevans fizikai mennyiségek szdma, igy a hipotézisek tesztel-
hetévé ellendrizhetévé valnak. A mindennapi életiink tele van ilyen effektiv
elméletekkel, amik csak bizonyos koriilmények esetben irjak le jol a valosagot.
Példaul a kozgazdasagtanban a kereslet és a kinalat egyensilyanak torvénye
csak akkor lehet igaz, ha minden vevé mindig tisztdban van az adott tipust
termékek araval. A modell nem képes leirni olyan dolgokat mint a mérka-
hiiség vagy divat, de egy szlik kereten beliil jol felhasznalhato a folyamtok
elemzésére.

1.1. Ajanlott irodalom
e John D. Barrow. A fizika vildgképe. Akadémiai, 1994



John D. Barrow. The World Within the World. Oxford University
Press, 1990

Polya Gyorgy. A gondolkodds iskoldja. Akkord, 2000

Simonyi Karoly. A fizika kultirtorténete a kezdetektdl a huszadik szdzad
végéig. Akadémiai Kiado, 2011

Polya Gyorgy. Matematikai modszerek a természettudomdnyban. Gon-
dolat Kényvkiado, 1984



2. Specialis relativitaselmélet

2.1. Uj utakra kényszerit§ tapasztalatok

Einstein specialis relativitaselméletéhez szamos olyan kisérleti és elméleti
eredmény vezetett melyeket a klasszikus fizika keretei kozott nem tudtak
megmagyarazni. Az ezekre a kérdésekre adott valaszok vezettek el végiil az
elmélethez, mely megvaltoztatta a térrdl és az idérél alkotott elképzelésein-
ket. Hogy megérthessiik az elmélet alapgondolatait ismerniink kell azokat az
alapproblémékat amik a kialakulasahoz vezettek és, igy szerepet jatszottak
az alapfogalmak kialakulédsaban.

A fény és a relativitasi elv

1887-ben Hertz kisérletileg igazolta Maxwell elképzelését miszerint a fény az
elektromégneses hullamok (EM hullamok) egy fajtaja és emiatt viselkedését
az elektrodinamika Maxwell egyenletei irjak le. Ezek szerint az elektromag-
neses hullamok (és a fény) sebessége vakuumban két természeti allandotol

fiigg a kovetkez6 modon:
1
c=4/— (1)
€olo

ahol pg és €y a vakuum permeabilitas és permittivitas. A képlet alapjan
lathato, hogy c is egy természeti allandd, azaz minden koriilmények kozott
ugyanaz az értéke. Ez egy nagyon érdekes kovetkezménye az elektrodinami-
kanak hiszen ¢ az egyetlen sebesség jellegli univerzalis fizikai konstans. Ez
azt jelenti, hogy a fény sebessége vikuumban minden koriilmények kozott
ugyanakkora ami azonban ellentmond a Galilei altal felallitott és a fizikai
gondolkodas alapjat képezé Relativitasi elvnek.

A relativitasi elv kimondja, hogy a természet torvényei ugyanolyanok
minden inerciarendszerben. Kisérleteinket, megfigyeléseinket mindig valami-
lyen vonatkoztatasi rendszerben végezziik el, de az elv szerint csak az iner-
ciarendszerekben elvégzett kisérletek vezetnek azonos eredményekre. Inercia-
rendszer példaul egy egyenes vonalt egyenletes mozgast végzé jarmi, de nem
inerciarendszer egy gyorsul6 aut6. Inerciarendszerekben a fizika ugyanolyan,
azonban minden mas tipusti vonatkoztatasi rendszerben fiigg a rendszer eset-
leges valasztasatol (Példaul egyenes vonali gyorsuld mozgast végzs vonatkoz-
tatési rendszerben maéasok lesznek a mechanika szabalyai mint mondjuk egy



forgd rendszerekben és csak inerciarendszerekben kapjuk a Newton torvé-
nyeket ). Fontos, hogy a relativitési elv nem allitja, hogy a fizikai mennyisé-
gek mérGszamai (mért értékei) is ugyanazok minden inerciarendszerben. Az
egyetlen dolog ami ugyanaz az a fizikai torvények matematikai alak-
ja. Megjegyzés A relativitasi elv nem allitja, hogy a fizika térvényei min-
den vonatkoztatasi rendszerben (nem inerciarendszerben!) azonosak, inkabb
egy iranymutatas arra nézve, hogy ugy kell a fizikai torvényeket definidlni,
hogy legyen egy jol meghatarozhato széles csoportja a vonatkoztatasi rend-
szereknek amikben ugyanolyanok azaz, hogy legyen a lehetd legkevésbé vo-
natkoztatasi rendszer fiiggs. Ezeket a vonatkoztatési rendszereket nevezziik
inerciarendszereknek

Miért vezet ellentmondasra a fénysebesség allandbésaga és a re-
lativitasi elv, ha a newton torvényekre alkalmazzuk? A Newtoni
mechanika szerint egy all6 vagy egy egyenletes sebességgel mozgo test tekint-
hetd inerciarendszernek. Tegyiik fel, hogy egy nyugvo laboratériumhoz (L)
képest egyenletes, v sebességgel halado rendszerben (L' ) egy test allandé w
sebességgel mozog. Ekkor az L rendszerhez képest a test u = v+ w sebesség-
gel mozog. Az modszert amivel attértiink egyik vonatkoztatéasi rendszerbdl
a masikba Galilei-transzforméaciénak nevezziik. Az altalanos alak:

r=1r+ovt
t=t.

(2)

ahol a vesszGs koordinatédk az L' rendszerben vett értékek, v pedig L’ sebes-
sége L-hez képest. Ha ezt a transzforméciot hasznéljuk akkor a Newton-féle
mozgastorvények ugyanazok lesznek az L és az L' rendszerben, ezért a me-
chanika szabalyai is ugyanazok.

Ha torténetesen az L' rendszerben a fény mozgéasat figyeljiik, akkor a
fentiek szerint a fény az L rendszerhez képest u = v + c sebességgel mo-
zog, ami kisebb is és nagyobb is lehet mint a fény vakuumbeli sebessége c.
Nyilvanvalo, hogy ez az eredmény rossz, hiszen az elektrodinamika torvényei
szerint a fénysebesség univerzalis konstans, ami minden megfigyel§ szaméra
minden inerciarendszerben ugyanaz. Azaz ha az elektrodinamika torvényeit
felhasznaljuk az L rendszerben és figyelembe vessziik, hogy az EM hullamok
egy v sebességgel mozgd pontbol indulnak ki akkor azt kapjuk, hogy a se-
bességiik c. Hol a hiba a levezetéseben? A valaszt akkor talalhatjuk meg,
ha megprobaljuk a Galilei-transzforméciot az elektrodinamika torvényeire is
alkalmazni, ugyanis ezek nem lesznek ugyanolyan alakidak mind két rendszer-
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ben! Az elektrondinamika nem invarians a Galilei-transzformaciéra
nézve.
Két lehetdség all tehéat eldttiink:

o Megtartjuk a Galilei transzformaciot és ezzel a Newtoni mechanika ér-
vényességét az inerciarendszerekben, de igy elvesztjiik az elektrodina-
mikat amit kisérletileg szintén igazoltak.

e Elfogadjuk az elektrodinamikat érvényességét inerciarendszerekben, de
ekkor mas transzformaciot kell keresniink a Galilei helyett, egy olyat,
ami az elektrodinamikit valtozatlanul hagyja. A probléma az, hogy
erre az Uj transzforméaciora viszont a Newton-torvények nem lesznek
invaridnsak.

Ahhoz, hogy el tudjuk donteni mi a helyes a tudomanyos modszert alkal-
mazzuk: itt van elGttiink két hipotézis a fizikai jelenségek leirasat illetGen.
Ezek a hipotézisek kisérletileg ellenérizhets allitasokat fogalmaznak meg a
fény sebességét illetGen kiilonb6zd inerciarendszerekben. Meg kell mérniink
a fény sebességét egyméshoz képest kiillonb6z6 sebességekkel mozgd inercia-
rendszerekben és ez alapjan el tudjuk donteni a kérdést. Azt azonban mar
most is tudhatjuk, hogy az elektrodinamika és a Newtoni mechanika nem le-
het igaz egyszerre annak ellenére, hogy mindketts kisérletileg igazolt elmélet!
Ezt az ellentmondast szintén fel kell majd oldania az 4j elméletnek.

A fénysebesség mérése kiilonb6z6 inerciarendszerekben

Két alapvetd kisérletet végeztek el annak kideritésére, hogy a fény sebessége
alland6-e minden inerciarendszerben. Ezek elektrodinamikai eredményt iga-
zolték, és ezzel megcéafoltdk a newtoni mechanika és a Galilei transzformacio
altalanos érvényességét.

Michelson-Morley kisérlet

Kennedy-Thorndike kisérlet

2.2. A Lorentz-transzformacio

Annak kisérleti igazolasa utan, hogy a fénysebesség minden inerciarendszer-
ben iranytol fiiggetleniil azonos ¢ sebességgel terjed az el6z fejezetben leirtak
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szerint a Galilei-transzformacié nem tekinthetd tobbé helyes modszernek a
kiilonb6z6 inerciarendszerekben kozotti atjarashoz. Ebben a fejezetben beve-
zetjiik a Lorentz transzformaciot, ami a kisérleti eredményekkel Gsszhangban
all, és megvizsgaljuk kévetkezmeényeit a newtoni mechanikat illetGen.

2.2.1. A relativitaselmélet harom alapgondolata

Az intervallum invariancidja Képzeljik el a kovetkez6 helyzetet: nyu-
galomban 1év6 laboratoriumhoz képest (L rendszer) v sebességgel mozog egy
tirhaj6 (L' rendszer).

e Mindkett6 inerciarendszer és gy valasztjuk meg a koordinatékat, hogy
a két rendszer x-tengelye egybeesik egymassal és az tirhajé v sebessé-
gével

e At =0 pillanatban a két rendszer origdja egybeesik.

Ezek a feltételezések az altalanossag megsértése nélkiil mindig feltehetk és
a tovabbiakban standard elrendezések nevezziik.

Az LI rendszerben a kozos x-tengelyre merdlegesen az y-tengely iranyaban
egy fényjelet inditunk el ami beleiitkdzik egy tiikérbe s Gt megtétele utan
majd visszaver6dik a kiindulasi pontba. Az L’ rendszerben harom eseményt
figyelhetiink meg:

e A: A fényjel elindul, koordinatak: 2’ =0ést' =0

e B: A fényjel odaér a tiikkorhoz és visszaverddik, a koordinatak: =’ = 0,

I _ o Ao ! — S
y =seés il =2

e C: A fényjel visszaér a kiindulas pontba, a koordinatak: 2’ =0,y =0

bst! = 28
&

Mik a koordinatai ezeknek az eseményeknek az L rendszerbdél nézve? Mi-
vel az tirhajo és a tiikor mozog a laboratériumhoz képest az x-tengely men-
tén v sebességgel, a fényjel kiinduldsi pontjanak x-koordinataja tobbé nem
egyezik meg a visszaverGdési pont x-koordinatajaval az L rendszerben. A la-
boratoriumbol nézve a fény egy A-B-C haromsz6g mentén mozog. Emiatt
az események koordinatéai az alabbiak szerint alakulnak:

e Atz =0,y=0,t=0
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e B:zx=Az, y=s,t=Yorts

[

oB:ac:Aac,(y:(),zf:Q—vA”fJ“S2

Lathato, hogy a két rendszerbdl nézve a B és C események idGpontja
kiilénbo6zs! Ez annak a kovetkezménye, hogy a fény tutja a két rendszerbdl
nézve mas (hétkoznapi tapasztalatainkkal teljesen megegyez6 kovetkeztetés),
azonban a fény ugyanazzal a c¢ sebességgel teszi meg a két kiilonboz6 utat.
Megjegyzés Ez hanghullamoknal nem igy van, mert azok mindig a levegdhiz
képest terjednek allandé sebességgel. Ha egy mozgd vonatban beszélgetiink
akkor a levegé amihez képest a hanghullamok alland6 sebességgel mozognak
szintén mozog a vonat sebességével, ezért ha az allomésrol valaki megmérné
a sebességiiket az a vonat sebességével nagyobb lenne az dllomashoz képest
szamitva.

A hagyomanyos newtoni elképzelés szerint az id6 volt minden inercia-
rendszerben azonos, ezt azonban nem tudjuk tovabbra is fenntartani, hiszen
a fény sebességének kell minden inerciarendszerben azonosnak lennie. A fenti
példa mutatja, hogy ha fény sebességét allandonak szeretnénk tartani akkor
az id6t is transzformadlni kell. Ez a most az a probléméat allitja elénk,
hogy nem tudjuk pontosan mit is értsiink idG alatt, hiszen ezek szerint min-
den inerciarendszerben lehet mas. A fény sebességének allanddséga siet a
segitségiinkre: 1 mésodperc az az id6tartam ami alatt a fény % hosszisagnu
utat befut. Ez az id§ mérésére vonatkoz6 mérési utasitias ami a tavolsidgok
mérésén és a fénysebesség allandosagan alapszik. Mostantol ez az id6mérés
definici6ja, és mivel semmi nem garantalja, hogy a tavolsdgok a kiilonb6z6
inerciarendszerekben ugyanazok lesznek az id6 is mas lehet més inerciarend-
szerekben. A definici6 el6nye az, hogy viszont maga az id6 definicidja vonat-
koztatési rendszertdl fiiggetleniil jol miikodik: ezt az idGdefiniciot hasznalva
a fizikai torvényekben (pl elektrodinamika) azok ugyanazok lesznek minden
inerciarendszerben.

Az id§ tehat transzformélodik az inerciarendszerek kozott, de talalhato
egy olyan mennyiség ami minden rendszerben ugyanaz: invaridns interval-

lumnégyzet
As* = 2 — 2% — oyt — 22 (3)

Ennek &llandosaga 1ép tehat az id6tartamok allandosaganak helyébe: Az
A és C események kozott eltelt id6 kiilonbozik L és L' kozott de az A és ¢
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kozott intervallumnégyzet allando:
Asio = EA? — Ar? = A(AY)? — (Ar)?
Az? + 52 452 (4)
402—2 — 4A2? = 02—2 -0
c c
Megjegyzés: Az intervallum felfoghato az események kozott eltelt id6
és a koztiik 16v6 tavolsag altalanositasaként: Mivel az id6 és a tér is transz-
formalodik, kiilon-kiilon az idébeli és a térbeli "tavolsag" nem allando, de ez
a specialis kombinéci6juk igen. Emiatt szoktdk azt mondani, hogy a relati-
vitdselmélet a tér és az id6 fogalma helyett az un. térid6t hasznalja, azaz a
tér és id§ komponensek nem kiilon-kiilon transzformalédnak hanem tudnak
keveredni. Mig a Galilei transzforméci6 idGtartamot id6tartamba, tavolsagot
tavolsagba transzformal a specilis relativitas elméletben ezek a fogalmak a
fentieknek megfelelGen keverednek.

Merdéleges tavolsagok invariancidja Mivel a relativitaselméletben a tér
és az id6 is transzformal6dik minden olyan mennyiség hasznos ami allando
marad két inerciarendszer kozott, mert egyszer(isiti a szamolasokat. A fen-
ti levezetésben hallgatolagosan feltételeztiik, hogy a fény y-irdnyt mozgasa
mindkét rendszerben ugyanolyan tavolsigban megy végbe. Ez fontos pontja
volt a szdmolasnak ezért most belatjuk a relativitasi elv felhasznélasaval,
hogy a minden a két rendszer relativ mozgasara meréleges tavolsag allando.
Képzeljiik el, hogy az tirhajon a tiikérre amirdl a fény visszaverddik egy tollat
ragasztunk ami igy az allo laboratérium padléjan csikot hiz. Ha a merdéle-
ges tavolsagok a mozgd és az allo rendszerben kiilénb6zéek lennének akkor
ez a csik a laborban > s vagy < s helyen lenne. Ha ez igy lenne akkor a
két inerciarendszerben kiilénb6z6 lenne a fizika, hiszen mind az all6 mind a
mozgd megfigyel§ egyet értene abban, hogy a csik a labor rendszerben nem
s tévolsagra van az x-tengelytsl. (Ezt a vonalat mindkét rendszerben meg
tudjak figyelni ugyantigy, hiszen a fény a mergleges irdnyban is c-vel terjed és
egyet is értenének a vonal tavolsagat illetGen). Ez ellentmondés hiszen ezzel a
modszerrel meg lehetne kiilonboztetni a labor és az tirhajo rendszerét, pedig
fentebb emlitettiik, hogy a fizikai térvények gy vannak megalkotva, hogy az
inerciarendszerek egyenértékiiek, azaz fizikai méréssel nem lehet kiilonbséget
tenni koztiik.

A relativitaselmélet 3 alapgondolata A fenti gondolatkisérlet eredmé-
nyei altalanosan is igazak és jol szemlélteti a relativitaselmélet harom alappil-
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lérét amibdl kiindulva a Lorentz-transzformaécié és a relativisztikus effektusok
szarmaztathatoak:

e : A fénysebesség minden inerciarendszerben minden irdnyban ugyanaz
az érték.

e . Két inerciarendszer relativ sebességére merGleges tavolsagok nem
transzformalodnak

o . Két esemény kozotti intervallumnégyzet minden inerciarendszerben
ugyanaz a érték.

2.2.2. Lorentz-transzformacio levezetése

A fenti harom alapgondolatra tAmaszkodva méar meghatarozhat6 az a transz-
formaci6 ami atveszi a Galilei-transzformécié szerepét az inerciarendszerek
kozotti atjarasban. Lattuk, hogy a relativitdselméletben a tér és az id6 is
transzformalodik, de a relativ sebességre meréleges iranyokban nincs val-
tozas. A fentebb emlitett standard elrendezésben ezért az L és L' kozotti
transzforméacio altaldnos alakja:

ct = A(ct') + Ba'
r=C(ct') + D’
y=y
z=2

(5)

Ahol az id6re vonatkoz6 koordinatakat egy c szorzéval lattuk el, hogy
jelezziik, hogy az intervallumban az egyenrangd mennyiségek az x ¢és a ct
voltak. Az ismeretlen konstansok meghatarozasahoz vegyiik a kovetkezd ese-
tet. L' -ben az origoban egy ora ketyeg, szamoljuk ki a két ketyegés kozotti
intervallumot:

As® = A(At)? — (Az')?
=c*(At)* -0 L'-ben
As? = AA — Az® =
= A — (vAL)? = (* —vH)At?  L-ben.

(6)

Hiszen az ora L-bdl nézve két ketyegés kozott vAt utat tesz meg, mert egyiitt
mozog a masik rendszerrel v sebességgel, igy persze L’-ben az elmozdulasa
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0. A fentiekbdl:
1 At

isg VioF
Az — oAt — — 2
xvtm

Osszehasonlitva ezeket el lathatd, hogy az A és a C konstansok értéke
megvan:

At = At

(7)
At

y
V11— B2 .
ofe (8)
C:

Ahol bevezettiik a 3 = ? mennyiséget amit rapiditasnak is szoktak nevez-
ni és azt méri mekkora az L’ sebessége a fénysebességhez képest. A masik két
konstans meghatarozasahoz csak azt kell megkovetelni, hogy az intervallum
invarianciaja altalanosan is teljesiiljon:

As® = c2t? —2* = At"? — 2? = (Act' + Ba')> — (Cct' + Da')* =

9
At? — 2 = (A - C*)(ct')? + (B* — D)2 + 2(AB — CD)a'ct’ )

([©)-ben a ¢ és 2’ valtozok egyiitthatoinak meg kell egyeznie mindkét ol-
dalon, ezért a kovetkez Osszefiiggések igazak:

1=A4%-C"
~1=B*-D? (10)
AB=CD

Felhasznalva (10)-et a maradék két konstans meghatarozhato:

2 2
—1:BQ—BQA—:BQ<1—C—)

C? v2
v/c
A
D=B—=A
C

1

Bevezetve a v =

faktort a Lorentz-transzformécié alakja:
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ct =~ ((ct') + x’%)

x =7 (vt' +2') (12)

A transzformécio6 olyan alakra is hozhaté, ami még jobban mutatja szimmet-
riat a tér és idGkomponensek kozott és megkonnyiti az aritmetikai szamolast.

Adjuk meg a sebességeket rapiditasban FErdemes minden sebességet
rapiditasban megadni.

B=- (13)

Ennek oka, hogy egyrészt igy a képletek sokkal szimmetrikusabbak lesznek
és jobban mutatjak a fizika 1ényegét, méasrészt igy nem kell a sebesség mér-
téekegységeivel foglalkoznunk, hiszen csak az szamit a fénysebesség hanyad
részével halad a test. Ezt ugy is lehet nézni, hogy az, hogy a fénysebesség
egy univerzalis fizikai alland6, ajanl egy univerzélis mértékegységet a se-
bességre, nevezetesen mindent fénysebesség-szazalékban lehet mérni. Mivel
a fénysebesség minden inerciarendszerben ugyanakkora ezért ez a sebesség
mértékegység mindenki szamara rogton érthets. A fizikai eredmények nem
fiiggnek attol, hogy a sebességnek adott mértékegységben mekkora a szam-
értéke, attol fiigg csak az eredmény, hogy a fénysebesség hany szazaléka ez.
Hasznaljuk a Lorentz-transzformécié egy szimmetrikusabb alakjat amit ra-
piditasokkal adunk meg, ez egyszerti behelyettesitéssel adddik —b()’l. A
transzformécioé lényeges része:

ct =7 (') +B '
x =B (ct') +7 2
Ami jol mutatja, hogy a transzformacié milyen szimmetrikus a térre és

az idére nézve, és hogy teljesen feleslegesen hordozzuk minden t el6tt a ¢
szorzot, mivel ezek mindig egyiitt jelennek meg.

(14)

Mérjiik az id6t méterekben Ahogy a fénysebesség 1j mértékegységet
jelent a sebességre nézve, ugy 10j egységként hasznalhaté az id6 mérésére
is. Megjegyzés Ez azért van igy mert az idémérés definicioja (fentebb)
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vissza van vezetve a tavolsdgmérésre és a fénysebesség allandoségara. Az
id6t mérhetjiik ct egységekben is ami azt jelenti, hogy az Gj mértékegység:
(m/s) * s = m azaz méter. Szamértéke c* 1s = 3 % 10®m azaz 1 masodperc
id6 3 * 10° km-nek felel meg. Ebbél az is kovetkezik, hogy 1 m idé nagyon
kicsi 3 * 107® s-nak felel meg. A kis id6mértékegység nagyon hasznos mert
a fény nagy sebessége miatt gyorsan zajlanak az események, igy mindig a
masodperc milliomod részének megfelels idGértékeket kellene irnunk. Ehe-
lyett elnevezziik a 3 * 1078 s-ot 1 m id6nek és igy szamolunk tovabb. Ekkor
a képletben sehol nincs sziikség a c-re a t el6tt és minden sebességet rogton
rapiditasban kapunk hiszen a v = s/t képletben a ¢ mésodpercek helyett
m-ekben van mérve és t[s] = t[m] x c. Ezzel a transzforméacio alakja:

t=~t +~8 2

15

A Lorentz-transzforméacié tjabb alakja és a relativisztikus sebes-
ség Osszeadas Vegyiik két inerciarendszer standard elrendezését. L'-ben
3" sebességgel halad az x-tengely mentén egy test, mikézben maga L' [
sebességgel halad L-hez képest. Mekkora sebességgel halad ez az test az L
rendszerben? Azt tudjuk, hogy a test mozgasanak egyenlete L'-ben:

:E/ — /B//t/, (16)

ahol rapiditasban adtuk meg a test sebességét. A test sebessége L rend-
szerbeli értékekkel kifejezve:

5:%. (17)

Tehat csak x-et és t-t kell megadni a vesszds koordinatakkal és készen is
vagyunk.

v At +yp

ey VAt vy
_ B+ 8"
A ) 1
/6 _ /8/ + /B//
1 + /8//8//
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ahol felhasznaltuk —et. Lathato, hogy ebben a képletben a sebességek
nem egyszertien osszeaddédnak mint a Galilei transzforméaci6 esetében, hanem
az eredmény mindig kisebb az Osszegiiknél. A fény rapiditasa f = 1 ha ezt
irjuk be [ és (" helyére akkor azt kapjuk, hogy az eredmény szintén 1,
azaz semmilyen vonatkoztatéasi rendszerben nem lépheti til az Gsszeg a fény
sebességét.

Ezt az eredményt felhasznalhatjuk arra, hogy a Lorenzt-transzformaciot
egy 1j alakra hozzuk, ami taldn még jobban mutatja a szerkezetét. A
képlet nagyon hasonl6 a két szég Osszegének hiperbolikuszdhoz

tanh(0;) + tanh(©y)
1 + tanh(©;) tanh(Os)

Ez adja a motivaciot, hogy a rapidités helyett j valtozot vezessiink be:

tanh(@1 + @2)

(19)

B = tanh(O) (20)

Ezzel az 1j sebesség valtozoval kénnyebb dolgozni mert ez ugy adodik
Ossze ahogy azt a sebességekt6l megszoktuk: © = ©’ + ©”. Hatranya, hogy
nem rendelkezik olyan szemléletes jelentéssel mint a rapiditas de a fenti kép-
lettel mindig kiszamolhatjuk belSle a rapiditas értékét. Igy ahelyett, hogy a
bonyolult formulat hasznaljuk a sebességek tsszeadaséira csak Osszeadjuk
a f paramétereket és visszatériink a rapiditasra ha felhasznalva —et. Mivel
ez a paraméterezés igy megkonnyiti a sebesség 6sszeadast érdemes megnézni,
hogy vehetjiik hasznat kdzvetleniil a Lorentz-transzforméacioban is:

[ = tanh(©)
1
T 1 — tanh(O) N
_ cosh(O) _ cosh(6) (21)
\/cosh( )? — sinh(©)
By nh(©) cosh(©) = sinh(O),

ahol felhasznéltuk a cosh(©)® —sinh(0)* = 1 dsszefiiggést. Ezeket beirva
a Lorentz-transzformaci6 (15)) képleteibe, az eredmény:

t = cosh(©) t' 4 sinh(©) 2’

22
x = sinh(©) ' 4 cosh(0) 2’ (22)
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tanh(z)

1 2 3¢

1. &bra. A hiperbolikuszfiiggvények grafikonjai

Az inverz transzformécio azaz amikor L'-beli értékeket akarjuk atvaltani
L-beli értékekre, ugyanilyen alakd, csak az a kiilonbség, hogy L sebessége
L'-héz képest —v = —f = —O. Felhasznalva, hogy cosh(—0) = cosh(0),
sinh(—0) = —sinh(0), az inverz transzformacio alakja:

t' = cosh(O) ¢t — sinh(O) z
' = —sinh(©) t + cosh(O) x

A hiperbolikusz fiiggvényekkel val6 munka megkonnyitésre felrajzoltuk a
fiiggvénygrafikonokat ([Il abra).

Téridé Lathato, hogy a Lorentz-transzformécié sordan a tér és az id6
koordinatak is megvaltoznak. Emiatt szoktdk azt mondani, hogy a relati-
vitaselméletben a tér és az id6 helyett téridében kell gondolkodni amit azt
jelenti, hogy ezek egyméastol elvalaszthatatlan fizikai egységes egészet képez-
nek, nincs értelme kiilon térrdl és id6rél beszélni. Azt azonban nem jelenti,
a kozhiedelemmel ellentétben, hogy a relativitdselméletben az id6 csak egy
ugyanolyan dimenzié mint a tér, azzal egyenrangi. Példaul térben barmerre
haladhat egy részecske idében csak elére.

(23)

Megfigyel6 definiciéja A relativitaselméletben gyakran hasznalunk olyan
kifejezéseket, mint megfigyels, mérés. Ezek roviditések az un. kiterjesztett
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megfigyels fogalméra. Minden inerciarendszerben feldllitjuk az o6rék egy hé-
lozatat amik adott tavolsagban helyezkednek el egymastol egy térbeli racs
pontjaiban. Ezek az ordk fényjelek segitségével szinkronizélva vannak azaz
az egész rendszerben az id6 globélisan azonosan telik. Egy esemény mérése,
detektalasa azt jelenti, hogy feljegyezziik melyik oranal tortén (hol volt a
racsban) és, hogy feljegyezziik az éra altal mutatott id6t. Fontos latni, hogy
emiatt mindig idGben és térben jol meghatarozott események koordinatait
tudjuk mérni illetve ezen események kozotti tavolsagot mind térben mind
id6ben. Az események maguk mindig térben és id6ben pontszertiek.

Az 6rak szinkronizéalasa gy torténik, hogy kivalasztunk egy érat ahonnan
elinditunk egy fényjelet. Minden o6rat tgy allitottunk be el6z6leg, hogy ettdl
a kivalasztott oratol valo tavolsaga (r) fiiggvényében mas id6t mutasson (t):

t=<. (24)

Mikor a fényjel eléri ezeket az 6rakat azok elindulnak. Igy tudjuk bizto-
sitani, hogy az 6rak egyszerre induljanak, és ugyanazt az id6t is mutassék,
mivel mikor az r tavolsagra lévs 6ra indul mar ¢ id6t eltelt hiszen a fényjelnek
ennyi id§ kell hogy odaérhessen.

A fizikaban a térben és idében bekdvetkezs események tavolsdgat és id6-
kiilonbségét szeretnénk felhasznélni. Eseményeknek nevezziik a téridé pont-
jait, amik matematikai értelemben egy 341 dimenzios (z,y, z,t) tér pontjai.
Az események tehat a térid elemei, sem térbeli sem idébeli kiterjedésiik
nincs, olyanok akar a sik pontjai. Ezek az események (méas néven Lorentz-
vektorok) alkotjak azokat az alapfogalmakat amikkel minden maés jelenséget
meg tudunk magyarazni, mert a Lorentz-transzformécio csak ezekre az alap-
fogalmakra vonatkozoan ad utasitast arra mi térténik a téridében.

A relativisztikus jelenségek értelmezésének f6 nehézsége abban all, hogy
a hétkoznapi fogalmaink, amik alapjan a vildg jelenségeit megértjiik nem a
fent emlitett események, ezért kozvetleniil nem tudjuk ket betenni a Lorentz-
transzforméacio képleteibe. Helyette két 1épésben kell gondolkodnunk: a hét-
koznapi fogalmainkat elGszor ki kell fejezniink a térid6 eseményei segitségével,
majd ezekre az eseményekre alkalmazva a Lorentz-transzforméciot megnézni
mi torténik a bel6liik 6sszerakott fogalmakkal.

A tavolsag, hossz, eltelt idG, egyidejtliség, egyhelytiség alapfogalmak a
newtoni szemléletiinkben, de nem azok a relativisztikus esetekben. Az alab-
biakban végignézziik, hogyan kell ezeket a fogalmakat eseményekkel kifejezni,
és hogyan valtozik meg a jelentésiik a relativitaselméletben.
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Tavolsag Két esemény tavolsigin azt a tavolsagot értjiik amit a kiterjedt
megfigyel§ segitségével hatarozunk meg. Az orarendszer altal feljegyezett
adatokbol tudjuk mikor és mely 6rak mellett torténtek az események, és ezen
orak tavolsagat értjiik az események tavolsagan. Nagyon fontos, hogy csak
az adott koordinatarendszer (6ra rendszer) adatait hasonlithatjuk 6ssze, nem
keverhetjiik két kiilonb6z6 rendszer altal begytjtott adatokat, mert az mar
két kiilonb6z6 megfigyeld.

Hosszmérés A hossz nem alapfogalom a relativitas elméletben. Egy rud
hossza tulajdonképpen két egy id6ben torténd esemény segitségével defini-
alhato: a rad elejét és a rud végét jelenté eseményekkel.

Mikor a rud all hozzank képest akkor jogosan nevezziik a rid hosszanak
az elejét és a végét jelentd (folyamatosan zajlo) események tévolsagat.

Az események és a kiterjedt megfigyel$ nyelvén ez azt jelenti, hogy az ora
rendszeriink minden masodpercben detektal 2 eseményt: az egyiket a rad
eleje "bocsatja ki" a masikat a vége. Az 6rdk méréseit tablazatba foglalva
meghatarozzuk az azonos idéponthoz tartozd eleje és vége események
tavolsagat, és ezt hivjuk a rad hosszanak.

Miért j6 ez a hossz definici6? Mikor test hozzank képest nem mozog akkor
ez az intuicionkkal megegyez§ klasszikus definici6. Mikor a pontok mozognak
pontosan azt mérjiik meg, hogy mekkora résen férne be a két esemény (eleje,
vége) altal definialt test a mi rendszeriinkben. Erdekes moédon az alabbiakban
ki fog deriilni, hogy bér a klasszikus értelemben a fenti két dolog ugyanazt
jelenti, relativisztikusan nem.

A mozgo kiterjedt megfigyel§ szempontjabol a hossz definicidja ugyanaz,
de az eleje és vége események tavolsdga mas lesz. A jelenség mogott az van,
hogy a definiciéban azonos idépontban detektalt események kozti tavolsagot
kell meghatarozni, és a mozgd rendszerben nem ugyan azok az események
lesznek egyidejtiek, mint az 4ll6 rendszerben.

Megjegyzés A fentieket érdemes megfontolni a rad szemszogébdl is. A
"rad eleje" és "riad vége" események folyamatosan térténnek és a téridében
egy-egy egyenest frnak le. Azaz a rud ennyivel tébb mint csak szimpla kiterje-
dés nélkiili téridé pontok. Azaz a rud eleje, nem egy pont, nem egy esemény,
hanem végtelen sok egy egyenesbe rendezve. Mikor azt mondjuk, hogy a
"rad eleje" esemény az egyik vonatkoztatasi rendszerben méas tavolsagra van
a "rad vége" eseménytdl, akkor nem két pont tavolsdgarol beszéliink hanem
a két egyenes és az adott vonatkoztatasi rendszer viszonyarol. (b&vebben
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lentebb)

IdS6tartamok mérése A Kkiterjesztett megfigyelS szerint két esemény ko-
zOtt eltelt idG:

e Ha a két esemény egy az origohoz képest allo pontban tortént: Egysze-
riien beéllitjuk a koordnatarendszeriink 6rajat az adott pontban, hogy
jegyezze fel az id6pontot amikor a két eseményt detektalja. Utolag be-
gytijtve ezeket az adatokat, kivonjuk egyméasbol a két értéket. Ez a két
érték azonos orarol lesz leolvasva.

o [a a két esemény egy hozzank képest mozgd pontokban tortént: Beal-
litjuk az 6rahalézatot, hogy mikor egy 6ra érzékeli valamelyik eseményt,
jegyezze fel mennyi volt az id6. Ezutan Osszegytjtjiik az adatokat: az
Osszes Ora helyét, és hogy mikor detektaltdk a két esemény valame-
lyikét. Megkeressiik az egyik esemény detektalasanak idépontjat és a
masikét is és kivonjuk a két értéket egymashol. Nagyon fontos hogy
ezeket nem ugyanarrol az 6rarol fogjuk leolvasni, hanem két kiilonb6z6
helyen 1év6 ora adatait hasznéljuk fel.

Miért j6 ez a definici6? Ha a pont all amiben a két esemény torténik a két
modszer ugyanazt adja. Ha a pont mozog, akkor pedig csupan azt mértiik
meg, hogy mennyi ideig kell mikodtetni egy méréberendezést, hogy mindkét
eseményt detektilhassa, ami egybeesik a hagyomanyos idé§ fogalommal.

Az aldbbiakban latni fogjuk, hogy a fenti, intuiciénak megfelels definiciok
kiilonos effektusokat eredményeznek.

2.3. A Lorentz-transzformacié vizsgalata
2.3.1. Események koordinatainak relativitasa

Azonos helytiség relativitasa, az id6tartamok relativitasa A Lorentz-
transzformacio egyik legérdekesebb kovetkezménye, hogy két egyméshoz ké-
pest mozgd inerciarendszerben az események kozott eltelt id6 nem egyezik
meg. Vegyiik inerciarendszerek egy standard elrendezését, és nézziik meg
hogy amig L'-ben két azonos helyen, de kiilonb6z6 id6ben bekovet-
kez6 esemény kozott mennyi id6 telik el az allo6 L rendszerbdl nézve. A
feladat megoldasdhoz helyettesitsiik be a Lorentz-transzformécié képletébe

((2) vagy (13)), hogy Az’ = 0:
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At = yAt' = cosh(0)At’
Az = yBAt = sinh(0)At
Lathato, hogy a két esemény kozott eltelt id6 kiillonbozik a két rendszer-

ben, és a tavolsaguk L-ben nem nulla.
Az[l] abra alapjan tudjuk, hogy cosh(©) legalabb 1 azaz,

(25)

At > At (26)

Ez azt jelenti, hogy az L-ben eltelt id§ biztosan tébb, mint L'-ben. Az
inverz transzformacioba behelyettesitve Az = 0-4t, azt kapjuk, hogy
At' > At. Mindkét rendszerbdl nézve a masikban telt el t6bb id6. A két
eredmény megegyezik, mert a cosh szimmetrikus fiiggvény és ugyanazt az
eredményt adja v és —wv relativ sebességek esetén. Ez a relativitas elvének
kovetkezménye: a két inerciarendszerben ugyanazok a fizika torvényei: a
hozzajuk képest mozgo inerciarendszerben eltelt id§ kevesebb. Ez az id&-
tartamok relativitasa

A fenti tények azért nem ellentmondésosak, mert ahogy az lathato, a két
esemény az L' rendszerben azonos helyt volt, de az L rendszerben mar nem
az. Bz az azonos helytség relativitasa. Mivel az id6mérést a fénysebes-
ség allandosigara és tavolsagmeérésre vezettiik vissza, nem csoda, hogy az
idgkiilonbség nem egyezik meg a két rendszerben ha a tavolsagkiilénbségek
sem egyeznek meg. Egy ilyen példat mutat be a[2] abra.

Az egyidejiliség relativitdsa és a tavolsagok relativitdsa Szamoljuk
ki egy L’-ben x-tengellyel parhuzamosan az origoban elhelyezett [ hosszu
rad hosszat az L-rendszerben. Ekkor a két esemény melyeknek tavolsagat
szamoljuk "a rid eleje" és "a rud vége" események. A Lorentz-transzformécio
egyenleteibe helyettesitsiik be Az’ =1 és At' = 0, hiszen a rud eleje és
vége kozott nincs iddkiilonbség L'-ben.

At = sinh(0)l = gyl

27
Ax = cosh(©)l =7l (27)

Azaz Az > [ mindig teljesiil. A mozgo6 rendszerben rogzitett méterrad (1)
tehat a labor rendszerében nézve hosszabbnak latszik A relativitasi elv miatt
a mozgd megfigyeld is ezt tapasztalja mikor a az 4ll6 rendszer méterriudjat
nézi. Ez kozvetleniil lathato, ha az inverz transzforméacio képletébe ([23))
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(a) L’ rendszer (b) L rendszer

2. dbra. Két azonos helyi esemény L’-ben nem azonos helyd L-ben és az
id6kiilonbségiik is megns: At = yAt" A mozgo6 rendszer sebessége [ = 0.6.

Ax =1 és At = 0- at helyettesitiink. Ez a relativitasi elv kdvetkezménye:
a fizikai torvények ugyanazok kell legyenek minden rendszerben. A fenti
jelenséget hivjuk tavolsagkiilonbségek relativitasanak.

Ez a jelenség nem ellentmondésos mert bér a rad végei az L' rendszerben
egyidejiiek az L-ben nem azok. Ez azt jelenti, hogy L-ben a "rad eleje" és a
"rad vége" esemény nem egy idGben torténik, igy nem csoda, hogy a koztiik
16v6 tavolsag (a rad hossza) sem ugynaz. Ez az egyidejiiség relativitasa.

Egy ilyen estet szemléltet a [3] &bra. Két egyidejii esemény L'-ben mar
nem az L-ben.

2.3.2. Eltelt id6 és tavolsag relativitasa

Az idédilatacié A kiterjesztett megfigyel6rdl szolo részben definidltuk,
hogy mit ért egy megfigyel§ két esemény id6kiilonbségén. Nézziik meg, hogy
minek méri az L-beli megfigyel6 az L’-ben adott pontban letett 6ra altal
mutatott iddkiilonbséget. Mivel az L’-ben az id6t adott pontba letett éra-
halozattal mérik, ez az eredmény az egész L’ rendszer egységes idejére is
igaz lesz. Az egyhelyiiség relativitdsanal latottakhoz hasonloéan helyettesit-
siikk be Lorentz-transzformacio képletébe, hogy Az’ = 0 hiszen az ora
nem mozog L'-ben.
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(a) L” rendszer (b) L rendszer

3. abra. Két azonos idejii esemény L’-ben nem azonos idejii L-ben és az
tavolsaguk is megnd: Ax = vAx' A mozgd rendszer sebessége 5 = 0.6.

At = YAt
Az = yAz'

Az id¢6kiilonbség mérési utasitasa szerint az L-ben mért iddkiilonbség a
fenti At hiszen ezt az értéket olvassuk le az 6rakrol:

(28)

At = yAt = t (29)

N A
NI

Az azonban nem 0, ami azt jelenti, hogy L’-ben az ora ketyegése egy
helyben torténik, de ez mar nem igaz L-ben, ahogy azt az egyhelytiség relati-
vitdsdnal méar fentebb lattuk. Az id6dilatacié fizikai jelentése az, hogy
két esemény kozott eltelt id6 a mozgd rendszerbdl nézve révidebb,
mint az all6 rendszerbdl nézve. Az elnevezés onnan jon, hogy a két
esemény kozott az allo rendszerben eltelt id6 biztos hosszabb mint a mozgo
rendszerben mért idékiilonbség, azaz az id6 "megnyult" a mozgd rendszerbél
nézve.

A képlet alkalmazasanal gyakori hiba, hogy a vesszds és vesszétlen rend-
szerek bevezetése utan a fent levezetett osszefiiggést ez az egyben alkalmazzak

P

kat a Lorentz-transzforméacié alapjan kell kiszamolni, amiben a tér is szerepel.
A képletet érdemes a kovetkezGképpen érteni:
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dllo rendszerben eltelt id6 = v mozgd rendszerben eltelt idé  (30)

Ha koordinatarendszerek standard elrendezésében vagyunk, akkor ez meg-
egyezik a fentebb levezetett képlettel, mert a vesszés rendszer mozog. Ha
viszont a vesszés rendszerbdl nézziik a vesszétlen rendszert, akkor a vesszés
megfigyels szemszogébdl a vesszétlen latszik mozogni, és a képletben a vesszds
és vesszGtlen koordinatak helyet cserélnek. Abbol is 1lathato, hogy ennek igy
kell lennie, hogy a relativitas elve szerint a vesszGs megfigyel§ is ugyanazt
kell tapasztalja mint a vesszGtlen: A vesszés megfigyel§ szerint a vesszGtlen
rendszerben telik lassabban az id6.

Megjegyzés Az id§ és orak a fenti érvelésben elvont fogalmakként szere-
pelnek ezért, hogy szemléletesebben érthessiik az eredményeket vegyiink egy
konkrét esetet. Az o6rak mindig valamilyen periodikus fizikai folyamat alap-
jan miikodnek. Az intervallum levezetésében szerepls L'-ben 1évés két tiikor
kozott pattogo fény hasonld periodikus folyamat. Az ora egy kattanasa az az
id6 amig a fény egyszer oda-vissza halad a tiikrok kozt. L-bél nézve a fény
egy haromszog mentén halad (a két rendszer relativ sebessége miatt) és ezért
més tavolsagot kell megtennie, ami azt jelenti, hogy az 6ra egy kattanisa
is mas ideig tart. Ez az 6ra minden fizikai folyamat modellje. Mivel min-
den fizikai folyamat igy megy és egyforman lassul le, nem lehet érezni az id6
lassulasat a L' beliil. A jelenség azért lép fel L-ben mert a két rendszerben
a fizikai torvények azonossédga (Relativitéasi elv) azt kovetelei meg, hogy a
fizikai mennyiségek mérdszamai megvaltozzanak, beleértve az eltelt id6t is.

A hosszkontrakcié Vegyiink egy [ hosszusagu rudat L'-ben. Hatarozzuk,
hogy a kiterjesztett megfigyel§ utasitasa alapjan mekkoranak méri ezt egy
L-beli megfigyel6. Fontos Mig az idddilatacié levezetése megegyezett az
egvhelytiiségre vonatkozo szamolassal itt nem ez a helyzet. Ennek két f6 oka
van:

e a hossz mérési utasitésa szerint az L-b&l nézve egyidejiinek latszé
tavolsagot kell kiszamolnunk. Ez azt jelenti, hogy most At = 0 és nem
az L'-beli koordinatakra vannak megkotéseink.

e A rid egy test és emiatt fundamentalisan kiilonbozik két pontszeri
eseménytol, amiket az egyidejiiség és egyhelytiség relativitasanal vizs-
galtunk. A riad nagyon sok eseményt jelent egyiittesen, amik térben és
id6ben is kiterjedt objektumot alkotnak, hiszen a ruadnak van hossza
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(térbeli kiterjedés) és a vizsgélat ideje alatt folyamatosan létezik (id6-
beli kiterjedés). A rud egy négy dimenzios (3 tér + 1 idg) térfogatot
foglal el, aminek kiilénb6z6 megfigyel6k kiillonb6z6 metszeteit 1latjak.
A rad hosszanak egy adott megfigyel6 azt a tavolsagot méri, amit az
§ inerciarendszere az G rendszerében egy adott idépillanatban kimetsz
ebbdl a 4 dimenzios térfogathol. (Mas rendszerekben a ridnak mint
4 dimenzios objektumnak méas pontjai tinnek egyidejlinek, mert az a
rendszer mas pontokat metsz ki adott idépillanatban a 4 dimenzi6s
térfogatbol)

Ekkor az egyenlet:

0=At =~At +~061

Ax =1+ ByAY (31)
Az =~1— 3%yl

_ 2
A =31(1 = ) -
Ar = ———— (1 - 3?)

S P
l l
Aﬁz—:m:l\/l—BQ (33)

gl

Emellett az is igaz, hogy At’ # 0, azaz amit L-ben a bot két végének mér-
nek az L'-ben két kiilonbo6z6 idépontbeli eseménynek felel meg! A kontrakeio
annak a kovetkezménye, hogy mas-mas az egyidejiiség a két rendszerben ezért
méas mériink hosszként, hiszen a hossz mérésének definiciojaban benne van
az egyidejliség feltétele. A hosszkontrakci6é tehat azt jelenti, hogy a
mozgo6 rendszerben egyideji események tavolsdga az alld6 rendszer-
ben rovidebbnek adédik, mint a mozgéban. Az elnevezés oka az,
hogy az all6 rendszerbdl nézve a két esemény kozotti tavolsag "Osszement".
A hosszkontrakecié esetében altalaban nincs probléma azzal, hogy felismerjiik
melyik rendszerben mért adatokat kell behelyettesiteni, mert tudjuk, hogy a
riad hossza [y a hozza rogzitett rendszerben. Problémak akkor meriilnek fel
amikor tavolsagokat akarunk transzformélni. Ekkor érdemes a kovetkezkép-
pen gondolni a hosszkontrakciora:

eqyiittmozgo rendszerben mért hossz
8

dllo rendszerben mért hossz = (34)
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Ez a koordinatarendszerek standard elrendezése esetén a fentebb leveze-
tett eredményt adja. Azonban ha a mozgd, vesszGs rendszerbe helyezkediink
el és onnan néziink egy, a vessz&tlen rendszerben elhelyezett méterrudat ak-
kor felcserélédnek a vesszés és vesszGtlen koordinatak szerepei. A képlet
levezetése soran végig feltettiik, hogy a rid a hozzank képest mozgod rend-
szerben nyugszik, és ezt érvényesiteni kell a hasznélat soran. Ez a nehézség
elkeriilhetd, hogy a "rid eleje" és "rud vége" eseményekkel dolgozunk, és eze-
ket transzformaljuk, ekkor sosem kell felcserélniink a koordinétak szerepét,
mert a Lorentz-transzformécié automatikusan jol kompenzal.

A fenti megfontolasbol az is lathato, hogy az L' beli megfigyel6 az L-beli
méterrudat tartja kontrahaltnak, a relativitasi elvvel 6sszhangban.

Megjegyzés Milyen jogon hivjuk l-et a rad hosszanak? Ehhez vissza-
felé kell gondolkodni: Az L rendszerben az a rad hossza, amit egyidejiinek
detektalunk belGle, erre kaptuk ((33)) egyenlet), hogy ez csak az L' rendszer
beli térbeli szeparaciojatol fiigg a "rad eleje" és "riad vége" eseményeknek,
ami 0z’. Ha § = 0 akkor a két rendszer nem mozog egymashoz képest ezért
L = L emiatt persze 6t' = 0 automatikusan teljesiil (5 = 0 -at beirva a fenti
levezetésebe ez belathato), ezt behelyettesitve a Lorentz-kontrakcio egyenle-
tébe azt kapjuk, hogy dx = dx’ = [. Azaz egy olyan rendszerben amiben a
rad 4ll, természetesen nincs Lorentz-kontrakcid, ez egyben a rid sajat rend-
szere, és a rudhoz rogzitett rendszerben " rud eleje" és "rud vége" események
egyszerre torténnek (a hossz definicioja miatt) és tavolsagukat a rid nyu-
galmi hosszanak nevezziik. Csak egyetlen olyan rendszer 1étezik, amiben a
rad nyugszik, ezért ez a hossz egyértelmi, és ezért hivjuk a rid hosszanak.

A hosszkontrakci6 és az id§dilatacié szemléltetése FErdemes megvizs-
galni, hogy a hosszkontrakci6 hogyan jelenik meg egy kicsit gyakorlatiasabb
mérési elrendezésben, igy segitve a fenti definiciokon alapulo levezetés meg-
értését.

Vegyiik a koordinatarendszerek standard elrendezését. L'-ben egy méter-
rad nyugszik egyik vége az origoban (legyen ezen vég neve E) méasik vége
Az’ = [y pontban (legyen ezen vég neve V). Elhelyeziink egy orat az L rend-
szer origojaban. Az L' rendszer origdja az L origdjatol balra helyezkedik el
a kiindulasi helyzetben. Vegyiink két eseményt:

e A: A rad V vége athalad az L rendszer origdjan (ez torténik elgbb).

e B: A rud E vége athalad az L rendszer origdjan (ez torténik késsbb).
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Az L rendszer megfigyelGje igy méri meg a rud hosszat, hogy meghata-
rozza mennyi id6 telt el az A és B események kozt szerinte, és ezt megszorozza
a rid sebességével. Ez pontosan az az eljaras a hossz mérésére, amit klasszi-
kusan is hasznalnank. Pl. ha egy vonat hosszat megmeérhetjiik gy, hogy
megmérjiik a sebességét és megmérjiik mennyi idé telik el attol a pillanattol,
hogy a vonat eleje elhagyta a stopperrel méré megfigyel6t, egészen addig még
a vonat vége halad el a megfigyel6 mellett. Ha tugy tetszik ez a hossz mérés
definicioja.

Hogy néz ki az A és B esemény az L'-bdl, a raddal egyiitt mozgd rend-
szerbdl?

e Legyen t|, az az id6pont amikor a rid V vége athalad az all6 L rendszer
origdjan, ennek helykoordinataja az L'-ben zi, = lo.

e Legyen t}; az az id6pont amikor a rad E vége athalad az 4ll6 L rendszer
origbjan, ennek helykoordinataja az L'-ben x/, = 0.

Ekkor At = #, — t%; < 0, (mert ami el6bb torténik annak kisebb az
idskoordinataja) a mért értéket pedig onnan tudjuk, hogy megnézziik mi
torténik a rudon utazo megfigyel6 szempontjabol. L' rendszer beli rad
sebességgel kozelit az L origo felé és azt latja, hogy az origoban 1évs ora
el6szor elhalad a riad V vége mellett majd S sebességgel megteszi a rad két
vége kozti utat, igy %0 id6 alatt odaér a rad E végéhez. Igy az A és B
események térbeli és idébeli elvalasztasa az L' rendszerben:

y_ b
A=7% (35)

AZI}/ = l()

Az L beli megfigyel§ tgy szamolja ki a rdad hosszat, hogy megméri az
A és B események kozott szerinte eltel id6t (At) és ezt megszorozza a rud
sebességével 3:

[ = Atp (36)

At-t ami az A és B események kozti idékiilonbség L-ben konnyen kisza-
molhatjuk az L’ beli id6kiilonbségiikb6l (ami ismert) a Lorentz-transzformaciot
felhasznalva:
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At =ty — tgp = YA + vBAL

— b (‘% ! 5) (37)

Az eredmény negativ mert A el6bb torténik mint B. Fontos, hogy a At
kiszamolasahoz sziikség volt At'-re és Ax'-re is! Ez is azt mutatja, hogy a riad
egy négy dimenziés objektum. Végiil az L rendszer beli megfigyeld szerint a
rid hossza:

| = Bl

=1lo/1-

Azaz a rud hosszat réovidebbnek méri az L beli megfigyel§ a Lorentz-
transzformécio miatt. Ez nem megleps az L' beli megfigyels szaméara aki
ugy latja, hogy a hozza képest mozgd, origbban elhelyezett 6ra lassabban
jar, igy kevesebb id&t mér a rtd &thaladasdra mint amit szerinte kellene
(idsdilatacio!). Felhasznalva az idédilataciorol tanultakat:

(38)

At = ~vAt
= AtB = 2 |A¢|B
¥
1 (39)
v B

[ =lp\/1— 3

Ami ugyanaz az eredmény, mint amit Lorentz-transzforméacioval kaptunk.
Fontos, hogy mikor hasznaltuk az idédilatacié képletét akkor a rudhoz rég-
zitett rendszer volt az &all6 rendszer, ezért kellett felcserélni a vesszds és
vesszétlen iddkiilonbségeket. Az idddilatacio és hosszkontrakcio kifejezését
sosem szabad vakon hasznélni, mindig tisztazni kell, hogy melyik rendszert
tekintjiik allonak és melyiket mozgoénak, és ez alapjan behelyettesiteni. Ez
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a probléma teljesen elkeriilhet§ ha eseményekkel dolgozunk, akkor a vesszés
rendszer és a vesszGtlen kozotti attérést a Lorentz-transzformécié képletei
megadjak. Az ar amit fizetliink azért az, hogy a szamolas kicsit komplikal-
tabb.

Osszefoglalas Osszehasonlitva a hosszkontrakcio és az idédilatéacio
képletét lathatjuk, hogy a mozgo rendszerben adott nyugalmi hossz és
lokalis id6 masképpen transzformalodik az L-be. Az idGtartamok megnytil-
nak és a hosszok megrovidiilnek. Szemléletesen, ha az L' {irhajo rendszert
méterrudakbol és 6rakbol allo 3 dimenzids racshilozatnak képzeljiik el, ahol
a racspontokban 6rdk vannak, akkor ez a rendszer L-b6l nézve a mozgas iré-
nyaban belapult palacsintanak tinik, amiben lassitott felvételhez hasonl6an
telik az id6.

Az egyidejtiség és egyhelytiség relativitasa és az intervallum kap-
csolata Ez a két jelenség az intervallum invarianciajara vezethet§ vissza: a
térbeli és idGbeli koordinatak kiilonbsége nem allandé csak a bel6liik képzett
kombinacio:

As® = At? — Ax? (40)

Mivel As allandd, ha egy masik rendszerben Ax kiilénbézik, nincs me-
nekvés a kovetkeztetés elsl, hogy At is kiilonbozni fog. Az, hogy pontosan
mi lesz az értéke az 10j rendszerben azt a Lorenzt-transzformécié pontosan
megmondja. Ha két esemény L'-ben egy id6ben torténik At’ = 0 egyméstol
Ax’ = [ tavolsagra akkor az L rendszerben:

At = sinh(0©)]
Az = cosh(©)!

Azaz L-ben ezek nem egyidejiiek és az 6ket elvalaszto [ tavolsagtol fiigg
mennyire kiilonbo6zdé az id6beli és térbeli elvalasztasuk. A jelenség mogott az
all, hogy az L és L'-beli megfigyel6 is szinkronizalja az 6rait a sajat rend-
szerében egy fényjellel, de ez a két szinkronizaci6 nem egyezik meg. Ha
mindketten az origéban 1év6 6rabdl kiindulva szinkronizalnak és akkor mikor
a két rendszer origbja egybeesik, akkor lathat6, hogy a fényjel a két rend-
szerben az origotol egység tavolsagra 16ve orakat 1/c id6 alatt éri el mindkeét
megfigyeld szerint, de az orig6tol a mésik rendszerben egység tavolsagra 16ve
orat nem mert az az 6ra mozog az orig6bol indul6 fényjelhez képest. Azért

(41)

32



nem iitkéziink mégis ellentmondéasba mert a fény mindkét megfigyels szdmra
ugyanakkora sebességgel mozog. Az egyidejtliség relativitasa azt jelen-
ti, hogy két egyméashoz képest mozgé inerciarendszerben az 6rikat
nem lehet egységesen, mindkét rendszer szamara konzisztens mo-
don szinkronizalni.

Hasonl6 érvelés hozhato fel az egyhelytiség relativitdsanak magyarazatara
is.

A newtoni hatareset A Lorentz-transzformacio levezetésénél sz6 volt ro-
la, hogy a newtoni mechanika nem invaridns a Lorentz-transzformaciora.
Ez latszolag ellent monda annak a ténynek, hogy a mechanika kisérletileg
nagyon alatamasztott elmélet. A feloldas az, hogy kis sebességek esetén a
Lorentz-transzformécioé ugy viselkedik, mint a Galilei amire mar invarians a
mechanika. Ezt egyszert latni, ha felhasznaljuk, hogy:

v/e=0
B=~0 (42)
v 1
Ezt beirva —be:
=t

43
ot 4 (43)

Ami a Galilei-transzforméci6. Ez azt jelenti, hogy ha v/c << 1 akkor a
newtoni mechanika viszonylag jo kozelités. Ilyenkor a két egymashoz képest
mozgod vonatkoztatasi rendszer viszonylag kis hibéval szinkronizalhato, igy
latszolag van globélis egyidejtiség.

2.3.3. A miion kisérlet

Fentebb hosszkontrakciot és idédilataciot a Lorentz-transzforméciobol vezet-
tiik le. Ezek a relativitaselmélet joslatai amiket kisérletileg ellendrizni kell.
Egy ilyen kisérlet a Fold fels6 légkdrében keletkez6 miionok szaménak meg-
figyelése. A fels6 légkorben keletkezd részecskéknek csak egy részét tudjuk a
felszinen detektalni ugyanis a részecskék elbomlanak mire a felszinre érnek.
Laboratoriumban megmérték, hogy mekkora a miionok felezési ideje azaz,
hogy mennyi id6 alatt bomlik el a részecskék fele. Ez alapjan kiszamithato,
hogy mennyi részecskét kellene detektélni a felszinen figyelembe véve, hogy
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tudjuk hany keletkezik a magas légkorben. A mérések szerint sokkal ke-
vesebb részecske bomlik el Gt k6zben, mint kellene. Hogy lehetséges
ez? A részecskék igen nagy sebességgel v = 0.98¢ -vel mozognak ezért re-
lativisztikus effektusok kovetkezménye, hogy tovabb élnek. A jelenséget 3
szemszoghol fogjuk megvizsgalni, hogy jobban értsiik a relativisztikus effek-
tusokat.

Nem relativisztikus szdmolas
e tavolsag: L = 10* m
e sebesség: v = 0.98¢
o felezési idG: Tyjp = 1.56 %1070 s
o részecskék szama: Ny = 10°

A részecskék az utat T = % = 34 x 1079 s alatt teszik meg. Ez alatt a
kezdeti részecskéknek csak egy része ¢l tul:

N = Ny« 27 1/M2 = 0.27 (44)

De ez nem az az eredmény amit mértek!

A foldi megfigyels szemszogébdl relativisztikusan A f6ldi megfigyeld
szamara T = % id6 telik el mire a részecskék elérik a felszint, azonban a
részecske idddilatacion megy keresztiil, azaz a foldi megfigyels

1

T = COSh(@)T/ = ’)/T, = 1_—0982 T/ = 5T/ (45)

id6t detektal, de a részecske rendszerében eltelt id6t csak 77-nek meéri.
Mivel a részecskék bomlasat a sajat rendszeriikben eltelt id§ befolyésolja a
bomlés szamolasédhoz, T'-t kell felhasznalni:

N = Ny 2772 = Ny« 277/6T12) = 49000. (46)

Azaz joval tobb részeke marad életben az idGdilatacié miatt. Felmeriil a
kérdés, hogy mi torténik a részecske szemszogébdl hiszen csak az 4ll6 rend-
szerb6l nézve lassul le az id6, a részecske ebbdl nem érez semmit.
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A részecske szemsz6gébdl relativisztikusan A részecske rendszerébdl
nézve az id6 teljesen normalisan telik, azonban a f6ldi megfigyeld vilaga hossz-
kontrakcidt szenved a részecske szemszogébdl: Ami a f6ldi megfigyel§ szdma-
ra 1 méternek tiinik az a részecske rendszerébdl nézve kevesebb:

1
L=cosh(®)L =L = ——— [/ =5L/
OL =1"= F=%e (47)
I'=1/5

Bzt a tavolsagot a miion Tyyen = %’ = 5—]; = 6.8 % 1075 s alatt teszi meg,

ami kevesebb mint amit az all6 megfigyel6 mér, annak mintegy 6tode. Fz
alatt az id6 alatt is bomlanak a részecskék de joval kevesebb mint a nem
relativisztikus esetbdl gondolnank:

N = Ny % 27 Tmon/Tir2 — 49000 (48)

Ez teljesen megegyezik a masik relativisztikus megfigyel6ére vonatkozo szamo-
lassal, és mindkettd kiilonbozik a nem-relativisztikus esett6l. Mivel a mérési
eredmények szerint a relativisztikus szamolés a helyes, ez egy tjabb kisérleti
eredmény ami a relativitaselméletet tamasztja ala.

2.4. Minkowski-téridd

A Lorentz-transzformécio segitségével mar barmilyen események koordiné-
tait transzformalhatjuk egyik rendszerbdl a méasikba, a képletek alkalmaza-
sa azonban nem mindig szemléletes, ezért érdemes megismerkedni a téridé-
diagrammal. Ez segit rendszerbe foglalni a relativisztikus transzformaciokat,
és kis valtoztatasokkal a sikgeometriaban kialakult intuicidinkra tamaszkod-
hatunk feladatok megoldasa kozben. A téridé-diagram segit 4 dimenzioban
gondolkodni ami a testek és a téridé szerkezetének valos természete, igy nem
kell hasonlatok segitségével értelmezniink a jelenségeket. Mivel az inercia-
rendszerek standard elrendezésében a Lorentz-transzformécié nem érinti az
y, z koordinatakat ezeket nem tiintetjiik fel a diagramon. Az x — ¢ koordina-
takat sikban abrézolva egy koordinatarendszert kapunk ami az L rendszert
irja le.

2.4.1. A Térids-diagram

Al abran lathato, az L rendszerre vonatkozo diagram, melynek részei:
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A
at ¢

3+

kauzalis jovo

kghzalis mu

-4-

4. abra. A téridé-diagram részei

e x-tengely : L x-tengelye, mindent m-ben mériink

e t-tengely : L-ben eltelt idg, melyet 1m/c =~ 3,3 ns-ben mériink, ami
1 m id6ének felel meg.

o fény : A fény a fenti egységekben ¢ = 1 sebességgel terjed, hiszen
B =uv/c=c/c =1. Egy az origbhoz képest 0 sebességgel mozgd
test sebesség-id6 grafikonja: x = ft azaz t = % fiiggvénynek felel meg
a grafikonon. Ha = 1 ez egy 45 fokos egyenes. (az egyik a +x a
maésik a -x irdnyba terjedd fényt irja le.)

e A 0-1 kozott L-ben elhelyezett méterrad két végéhez tartozo interval-
lum : As®* = At? — Az? = 0 — 1. Ezt () fiiggvénykeént kifejezve:
t = +VAx? — 1, ami egy hiperbolat ir le a diagramon.

e Az L origdjaban elhelyezett oran eltelt 1 masodpercnek megfelels in-

tervallum: As? = At? — Ax? = 1 — 0, ami t(z) fiiggvényként felirva:
t = +v1+ Ax?, ami egy 90 fokkal elforgatott hiperbolat ir le.
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e kauzalis jovs : Az origobol induld barmilyen hatas, vagy jel maxima-
lisan fénysebességgel terjed, ezért csak a fényt jelent§ egyenesek altal
hatarolt tartoméanyon beliili eseményeket befolyasolhatja a pozitiv t
tengelynek megfelels tartomanyban. Ezek a pontok az orig6 kauzalis

jovGjébe tartoznak.

e kauzalis mult: Az origoba érkezé barmilyen jel vagy kolcsonhatéas
maximum fénysebességgel érkezhet, ezért az origdt befolyasold hatasok
csak a negativ t-tengelynek megfelel§ tartoméany fényt jelents egyenesek

altal hatarolt részébdl érkezhetnek. Ez az origd kauzalis multja.

e események: A diagram (¢,x) pontjai felelnek meg a téridé eseménye-
inek.

(a) Az L’ rendszer az L diagramjan

-1
PR

(b) Az L' koordinatavonalai

Mozgo6 megfigyelé A kovetkezo 1épés, hogy az L' rendszert is felttintetjiik
a diagramon (az inerciarendszerek standard elrendezését vessziik). Ehhez
hasznaljuk fel a Lorentz-transzformacio képletét. Ezt mutatja be az

aAbra.

e x'-tengely: Az L'-rendszer z/-tengelyének egyenlete: ¢ = 0. Ezt he-

lyettesitjiik a (L5])-be és kifejezziik a t(z) fiiggényt.

r oy
t B
t = .

(49)



Ami egy egyenes [ meredekséggel.

t’-tengely: Ennek egyenlete ' = 0. Az el6z6hoz hasonlé helyettesi-
téssel:

r  ypt
t Ayt

o (50)
t==

5

Ami egy egyenes 1/ meredekséggel.

x’-skala: Az 1 m-es méterridhoz tartozé intervallum minden vonat-
koztatasi rendszerben azonos, ezért a [l abran bemutatott hiperbola
ami z = 1-ben metszi az x-tengelyt az x’-tengelyt is 1-ben metszi:

—1=A# — Az® = At”? — Az”
/ (51)
At =At =0
t'-skala: Az egységnyi idgkiilonbséghez tartozé intervallum minden
inerciarendszerben ugyanaz, ezért a abran bemutatott elforgatott
hiperbola ami ¢t = 1-ben metszi a t-tengelyt a t’-tengelyt is 1-ben met-
SZ1.
1 =At? — Az? = At? — Az
/ (52)
Ax'=Ax =0
Az L’ rendszerben ahogy L-ben is a koordinatavonalak a tengelyekkel
parhuzamosak, ezt mutatja a abra.

Lathato, hogy az L és az L' rendszer skilaja nem egyezik meg, ezt
figyelembe kell venni leolvasaskor.

2.4.2. Események koordinatai és tavolsagok a diagramon

Azonos helytiség és id6dilatacié Fzeket a jelenségeket mar megvizs-
galtuk a Lorentz-transzformacié kapcsan, most a téridé-diagramon is szem-
léltetjiik Gket. Vegyiink két eseményt az L' rendszer orig6jaban melyeket
egységnyi id6 valaszt el (pl 6raketyegés). A részleteket affl dbra mutatja.

e A két azonos helyl eseményt elvalaszto idGtartam At' = O1' szakasz.
Igaz, hogy Az’ = 0.
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6. abra. Azonos hely(i események L'-ben

A két esemény id6koordinédtai kozotti kiilonbség L-ben a At = OB > 1
szakasz. Azaz az egységnyi hosszi id6tartamnak L-ben egynél hosszabb
id6tartam felel meg. Ez az idédilatacio:
At
At = ——— (53)
V1= p?
A két esemény kozotti tavolsag L'-ben 0, viszont L-ben nem az. Leol-
vashatd, hogy O1’ x tengelyre es§ vetiilete OA. Ez az azonos helytiség
relativitasa.

a szakaszok pontos hosszat a Lorentz-transzformacioba ((15])) helyette-
sive kiszamolhatjuk, de az d4bra nagyon hasznos a kvalitativ eredmény
szempontjabol. Ahhoz, hogy megtudjuk egy szakasz, egy esemény, ko-
ordinatait L-ben. elég csak leolvasni a koordinatakat események esetén,
illetve levetiteni a szakaszt a t, vagy az x tengelyre.

Hiperbolikus geometria A szakaszok hossza és (igy az idgdilata-
ci6) kiszamithato csak a 2| abra segitségével, a lorentz-transzforméacio
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képletének felhasznaldsa nélkiil. Ehhez csak egy szabalyt kell megje-
gyezni: A Pitagorasz tétel nem igaz: At”? # At? + Ax?, helyébe
a kovetkezs Ssszefiiggés 16p: At? = At? — Ax? Miért? Az, hogy
a Pitagorasz-tétel nem igaz, mar onnan is sejthets, hogy az x’ és t’
tengelynek mas a skildja, mint az x-nek és t-nek. Az abran is az O1’
szakasz hosszabb mint az O1, de fizikailag ugyanolyan hosszinak kell
lennie. Tehét az eltérés a skalak eltérésnek kévetkezménye, amit az in-
tervallum invariancidjat felhasznalva allitottunk be. A fentiek érdekes
kovetkezménye tehét, hogy a 4 dimenziés térid6ben a hosszat (mely
most mar az id6 dimenzi6 irdnyaban mért tavolsagot is tartalmazza)
méasképp kell mérni. Ezt gy mondjak, hogy a térid6 nem Euklideszi,
hanem hiperbolikus. Osszehasonlitas a két hossz definicio kozott:

Euklideszi-geometria

As? = At? + Az + Ay? + A2
hiperbolikus-geometria

As® = At? — (Az? + Ay? + A2?)

(54)

Ezek az Osszefiiggések minden vonatkoztatasi rendszerben igazak, ami
azt jelenti, hogy az események kézotti négy dimenzids tavolsdg nem val-
tozik az inerciarendszerek kozott, igy ahogy két pont kézotti tavolsag
sem valtozik amiatt, hogy mashonnan nézziik a pontokat.

e Idddilataciéo Két L'-beli esemény kozotti idét ugy kell kiszamolni L-
ben, hogy a koordinataikat leolvassuk t-n, és kivonjuk Sket egymasbol.
Ez megfelel a két eseményt 0sszekotd szakasz t-tengelyre torténd veti-
tésének. Mindezeket felhasznéalva szamoljuk ki az idédilatacio képletét

A
OB = % t’-tengely egyenlete

O1”% = OB?* — OA?,  hiperbolikus geometria
01”7 = 0B*(1 - %),

op-_91

N

Egyidejiiség relativitasa, hosszkontrakcié Az L’-ben vegyiink egy ori-
gboban elhelyezett méterrudat. Ezen rud végei két egyidejd eseményt jelen-

(55)
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tenek L-ben. ezért a rud parhuzamos az x’-tengellyel és a 0-1 pontok kdzott
hizodik. A részleteket a[7al abra mutatja.

4L

(a) Egyidejtiség

(b) hosszkontrakcio

e Az O1’ szakasznak az x-és a t-tengelyre nézve is van vetiilete: Az = OA
valamint At = OB, azaz az L'-ben egyideji események L-ben nem az.
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Az is lathato, hogy O1' > OA, ami a hiperbolikus geometria megnyil-
vanuldsa: a haromszog atfogdja rovidebb mint barmelyik befogoja.

A rad végpontjai az L-b6l nézve két B sebességgel mozgd pont. A
sebesség-id6 grafikonjaik: x = St a bal oldali végpontra, és x —a = [t
a jobb oldali végpontra. A jobb oldali végpont vildgvonala a rad latszo-
lagos hosszaval az x tengellyel parhuzamosan eltolt egyenes. Méasképp:
mindkét végpont L’-ben all, tehat a t’-tengellyel parhuzamosan mozog-
nak (csak a t’ koordinatajuk valtozik L’-ben, mert mulik az idg), ezért
htizunk mindkét ponton keresztiil egy-egy t’-vel parhuzamos egyenes,
hogy megtudjuk az 0t-id6 grafikonjaikat.

okolszabalyként elmondhato, hogy ha egy rudat felgyorsitunk akkor a
téridé diagramon elfordul a 45 fokos egyenes felé, minél gyorsabban
mozog annal jobban.

Hosszkontrakcid: a szerkesztést a [7bl abra mutatja. Fontos, hogy
a hosszkontrakcibhoz nem egyszertien vetiteni kell a rid hosszat az
x-tengelyre, hanem azt kell megnézni, hogy egy adott idGpillanatban
milyen hosszusagu szakaszt metsz ki a rad a t=const egyenesbdl. (A
hosszmérés definicidja az, hogy megnézziik mennyit latunk beléle egy
adott idgpillanatban.) Az O1’ szakasz 6nmagéaval parhozamosan eltolva
mozog, mintha két végpontja O és 17 a t’-vel parhuzamos egyeneseken
mint sineken futna, mikdzben a rid x-tengellyel bezart szoge nem val-
tozik. Mikor az O1’ szakasz mozgéasa soran athalad az x-tengelyen az
OA szakaszt metszi ki bel6le. Minden adott ¢t = const x-tengellyel par-
huzamos egyenesbdl ugyanilyen hosszisagu szakaszt metsz ki, csak a
kimetszett szakasz végpontjai méas x-koordinatédkkal rendelkeznek, azt
a latszatot keltve, mintha egy OA hosszisagu szakasz mozogna.

A hosszkontrakcio képlete is levezethetd az abrardl (Ax és At O1’-nek
x-és t-tengelyre es@ vetiiletei, OA = a):
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0—017% = At?* — Az?  hiperbolikus geometria
Axf = At z’-tengely egyenlete

A
At =22 t’-tengely egyenlete

g
At = Ar = eltolt t’-tengely egyenlete
7 (56)
4
a= Ax(l— 5%
Ol = Azxy/1 — 32
4

a=01+/1—- 32 A hosszkontrakcid képlete

2.4.3. Pajta-paradoxon

A téridé diagramok hasznossagat nagyon jol mutatja a kévetkezd "parado-
xon": Egy 15 m hosszt rudat nagy sebességgel parhuzamosan mozgatunk az
x-tengely mentén. Az x-tengellyel parhuzamosan egy 10 m hosszu pajta all.
Ha elég gyorsan mozog a rtd ahhoz, hogy a hosszkontrakcié miatt 5 m-rel
kevesebbnek tiinik akkor pont befér a pajtidba. A rad szemszogébdl nézve
azonban a pajta mozog, és ennek a hossza révidiil meg 6,6 m-re, ezért a riad
nem fér be! Ugy titinik ellentmondasra jutottunk, azonban ha felrajzoljuk a
térid6 diagramot a kérdés fel se meriil. Az eseményeket a[8l dbra mutatja. A
feloldas az egyidejliség relativitasa. A rad vonatkoztatési rendszerébdl nézve
a elejének és végének athaladasa a pajta bejaratan és kijaratan nem torténik
egyszerre, ezért nem sziikséges, hogy teljesen beleférjen a Lorentz-kontrakciot
szenvedett épiiletbe. Kovessiik végig az eseményeket.

e t; : A rid eleje eléri a pajta bejaratat. Ez az L'-ben t| id6pontban
torténik. (L' koordinatavonalai ferdék, az eseményt jelent ponton kell
x’-vel parhuzamos egyenest hiizni ami elmetszi t’-t az esemény idGpont-
jaban.)

e to : A rad eleje eléri a pajta végét, L'-ben t,.
e t3 =ty : a rud vége eléri a pajta elejét. Ez az esemény L-ben egy

idében torténik azzal, hogy rud eleje eléri a pajta végét, ezért a rud
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kontrahélt hosszanak bele kell férnie a pajtaba. Ez a két esemény nem
torténik egyszerre! t, # ti. A rud eleje elGszor eléri a pajtat, majd
athalad rajta, kis id6 milva pedig a vége eléri a pajta elejét, de ekkor
méar a rad eleje rég nincs a pajtaban.

o t4 A rud vége eléri a pajta kijaratat, L'-ben t)-ben.

A testekre érdemes tgy gondolni, mint 4 dimenzi6s objektumokra, amik-
nek a térbeli térfogata mellett van "idébeli térfogata" is:

Vi =V At. (57)

Mikor a testek mozognak akkor abban a koordinatarendszerben ahol ez a
mozgés torténik az alakjuk torzul, de ez a négyes térfogat nem valtozik meg

ettol:
Vi=Atl 1,1,

:\/f—tiﬁﬁ\/l—ﬁ?lylz (58)
= At'l] l’y I
Az 4ll6 rendszerben 1évé megfigyel$ ennek a torzult térfogatnak az adott
idejd illetve adott helyd metszeteit latja. Ez alapjan teljesen érthetd, hogy a
riad befér a pajtaba, hiszen a rid nem az a amit naivan latunk beléle, hanem
egy 4 dimenzi6s test aminek az alakja eltorzul, és ez fér be a 4 dimenzi6s
pajtaba. Azért is kell 4 dimenziés testként gondolnunk a ridra, mert ha
megnézziilk a abran a pirossal jelolt kontrahalt hosszt, lathato, hogy ez
nem a rud egy idej részeibsl all, hanem azon pontok alkotjidk amiket rad
kiilonb6z6 id6pontokban érint amikor dthalad az x-tengelyen. Ez azt jelen-
ti, hogy amit L-ben rudként ismernek fel, az a 4 dimenzios rad térben és
idében kiilonb6z6 pontjaibol all 6ssze! Ez nem csak analogia, a négyes tér-
fogat minden egyes része ugyanolyan fontos, mert a Lorentz-transzformacio
egyenrangtan keveri a tér és az id6 komponenseket.

2.4.4. Sajatids

A mozgb megfigyel§ rendszerében all6 6ra altal mért id6t sajatidének nevez-
ziik. Fz az az id§ amit a megfigyel§ a sajat karérajan leolvas, azaz mindig a
megfigyel6hoz rogzitett rendszerben mért id6. Ez azért fontos, mert minden
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8. dbra. A pajta rendszerébdl nézve a § = 0.74 — ~ = 0.667 sebességgel
mozgd rud. Minden beosztas 10 m-t jelent.

megfigyel§ ugyanannyinak méri ezt az id6t. Miért? A sajatid6hoz tartozo
intervallum:
As? = At? — Ax”? = At? — 0 = A7?
és\s® = At? — Ax?.
4
AT = VA2 — Ax?  sajdtidd

Mivel az intervallum invarians, igy a sajatidé is az. A sajatidé a téridé
diagramon az L' rendszer t’-tengelyén mért hosszusagnak felel meg, hiszen
a megfigyel a sajat rendszerében all az ' = 0 pontban. A sajatids fogal-
méara példaként nézziik meg az ikerparadoxont. A Foldon egy ikerpar egyik
tagja a sci-fi drhajora iil, és fénysebességhez kozeli sebességgel meglatogat
egy masik bolygot. Kiildetése végeztével visszatér a Foldre hasonlé modon,
és azt tapasztalja, hogy fiatalabb mint itthon maradt testvére. Hogy lehet
ez? Hogy egyeztethets ez Ossze, azzal, hogy az inerciarendszerek egyenran-

(59)
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giuak? Az tirhajo szemsz6gébdl nézve a Fold mozog, igy szimmetrikusnak
tlinik a helyzet, akkor nem ugyanazt kellene tapasztalnia a két testvérnek?
Rajzoljunk téridé diagramot.

A

15+

13

114

1
I
B -1

NS
\".’)\f
ys
A (5,6.25)
3\
A
2
i - i
3 5

Xy

9. abra. Az origobol induld tirhajo 5 = 0.8 sebességgel halad 5 fényévet majd
megfordul és ugyanekkora sebességgel visszaér az origoba. (a tengelyeken
minden fényévekben van mérve)

A [0 abra mutatja az tirhajo utjat a Foldhoz rogzitett nyugalmi rend-
szerben. Az id6t és a teret méterek helyett fényévekben mérjiik, ami nagyon
kényelmes, mert 1 fényév id6, pont egy év idének felel meg hagyomanyos
rendszerben. (Hiszen 1 m id6 az ami alatt a fény 1 m-et megtesz, és ezért 1
fényév id6 az az id6 ami alatt a fény 1 fényévet megtesz ami 1 év.). Az OA
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pontok kozott eltel sajatids az tirhajo fedélzetén alapjan:

Ar = VAE — AL

N
= B—:Z—AxQ hiszen

Az =5ly (60)
Az 5ly
At =— = — =6.251
3 08 Y
4
AT =375y

Az AB szakaszhoz tartozo sajatidé pont ugyanennyi, mert a hozza tartozo
At és Az is ugyanannyi, csak ellentétes elgjeld. Igy a teljes OAB ttvonalon
az rhajoban eltelt id6 7.5 év. A Fo6ldon eltelt id6 a B pont koordinatairol
olvashaté le 12.5 év. Elkeriilhetetlen a kovetkeztetés, hogy a két rendszerben
eltelt id6 kiilénbozik, és az tirhajon utazéd testvér valoban fiatalabban tér
vissza mint a Fo6ldon él6 fivére. Ez az allitas azért nem mond ellent az
ekvivalencia elvnek, mert az tirhajé rendszere nem inerciarendszer,
ugyanis az tirhajé nem egyenesvonalii egyenletes sebességli mozgast végez!
A sebessége az 5. fényév elérése utan nagyon rovid idé alatt az ellentétére
valtozik, azaz hatalmas gyorsuldsnak van kitéve. A gyorsulas miatt a két
rendszer megkiilonbdztethetd, ugyanis a gyorsulds érezhetd az lirhajon beliil,
a Foldi megfigyel6 nem gyorsul soha sem, ezért a két testvér tapasztalatai
nem egyeznek meg teljesen.

2.5. Impulzus és energia

A klasszikus mechanikdban az energia és az impulzus alapvetd szerepet tolt be
a testek mozgéasanak lefrasaban, azonban ezek a mennyiségek a newtoni me-
chanikabol szdrmaznak, amir6l mar kideriilt, hogy nem invaridns a Lorentz-
transzforméaciora nézve. Ebbdl kovetkezik, hogy a hagyoményos értelemben
vett impulzus és energia sem invaridns a Lorentz-transzforméaciéra nézve,
ezért az elsG feladat, hogy megtalaljuk ezen mennyiségek relativitaselmélet-
beli megfelelGjét.
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2.5.1. Négyesvektorok

Négyes helyvektorok A newtoni mechanikidban adott ¢ id6pontban egy
tomegpont helyét a térben a helyvektor adja meg:

r=|y(t) (61)

A sebességet és a gyorsulast r ¢ szerinti derivalasaval kapjuk:

dx(t) d?x(t)
dt ) dt?
L PY0R B D) (62)
dt dt dt2 dt?
dz(t) d?z(t)
Tdt dt?

Ezek a definiciok azért nem jok a relativitaselméletben, mert a Lorentz-
transzforméacio keveri a tér és id6 koordinatakat, igy a fenti kifejezések nem
invaridnsak. A megoldas hasonlé mint amit a Lorentz-transzformécio leve-
zetésénél is lattunk: az id6 komponenst is figyelembe kell venni. Mivel a
relativitaselméletben 341 dimenzioés téridGben kell gondolkodni és az esemé-
nyeknek ezért 4 koordinatdja van az r helyére a négyesvektor lép:

ct
x = ‘; = m (63)

A t helyén azért ct-t hasznalunk, mert az intervallum levezetésénél lattuk,
hogy a Lorentz-transzformacio a ct-t és a térkomponenseket transzformél-
juk egymésba. A 341 dimenzids téridGben a négyesvektorok adjak meg az
események koordinatait, ahogy 3 dimenziéban a helyvektor. Az intervallum
invariancidja szerint a

s* = (ct)? — (2* + y* + 27) (64)

kifejezés minden vonatkoztatési rendszerben ugyanaz. s-t a négyesvektor
hosszéanak nevezziik. Miért? harom dimenzioban r hosszat [ = /22 4+ y2 + 22
adja meg. A vektor hossza mindig ugyanannyi barmilyen koordinatarend-
szerben nézziik is, ahogy az intervallum is mindig allandé barmilyen iner-
ciarendszerb6l nézziik a négyesvektort. Emiatt az analdgia miatt hivjuk az
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intervallumot a négyesvektor hosszanak. A négyesvektorok transzformacio-
jat két inerciarendszer kozott a Lorentz-transzformacio ijra le. Ennek alakja
az inerciarendszerek standard elrendezése esetén:

xg yxo+ 6 1 cosh(©) zy + sinh(©) 2,
™ I YBxo+ x| _ |sinh(O)zo + cosh(O) 2y (65)

o i) )

T3 X3 €3

Impulzus négyesvektor Vegyiik az inerciarendszerek standard elrende-
zését. Legyen L' egy L-ben az x tengely mentén alland6 sebességgel mozgod
tomegponthoz rogzitett inerciarendszer.Az impulzus kifejezésének meghata-
rozasahoz hasznaljuk fel, hogy egy v sebességgel mozgd tomegpontra L-ben:

e kis sebességek esetén a newtoni mechanikat kapjuk vissza,

e a mozgd ponthoz rogzitett rendszerben (L') a pont sebessége 0 (tehét
kicsi),

e a tomegponthoz rogzitett rendszerben a pont x = 0-ban helyezkedik el
és az id6 amit a ponthoz rogzitett éra mér a sajatids, 7.

Ezek alapjan az L'-ben a sebességet ugy kapjuk, hogy ¢ helyett 7 szerint
derivalunk, azonban most 3 helyett 4 komponensiink van:

d(ct)

dr
dx dx dx
dr

dr dy
dr

dz
dr

ahol mg a test témege. Felhasznélva, hogy 7 = t4/1 — 52

dx
p="7mo dt (67)
Az igy definialt impulzus térszert koordinatai kis sebességekre megegyez-
nek a szokésos impulzussal.Az idGszertd komponens jelentése: relativisztikus
energia. Késébb latni fogjuk, hogy ez szintén megegyezik a newtoni energié-
val kis sebességek esetén. Mivel mg és 7 invaridns a Lorentz-transzforméaciora

49



nézve, igy p tovabbra is négyesvektor marad. Transzformécios szabalya, (65))
alapjan:

E/c YE/c+ 7B pa cosh(©) E/c + sinh(0) p,
_ | Pa , |8 E/c+yp.| _ |sinh(O) E/c+ cosh(O) p,
p= = 9= —
Dy Dy Dy
P- Pz P
(68)

Lathato, hogy a transzforméacié soran az energia és az impulzus is megvalto-
zik, ezek inerciarendszer-fliggé mennyiségek. Lattuk viszont, hogy a négyes-
vektorok hossza invarians mennyiség. A relativisztikus impulzus hossza egy

részrol:
o (= () - (8- ()~ ()
= (ymo)*¢? (1 - V_2> (69)

= moc

Més részrol:
s*=E*/c* —p° (70)

A kettSt Osszehasonlitva kévetkezik, hogy:

E? — p*c® = mdct (71)

Azaz a négyesvektor hossza és a nyugalmi témeg my invarians és az £? —p3c?
kifejezés is koordinatarendszer fiiggetlen.
2.5.2. Megmaradé mennyiségek

A relativitaselméletben harom nagyon hasonlé fogalom van amiket kénnyti
Osszekeverni:

o Konstansok: Ezek értéke mindig ugyanannyi soha nem valtozik. Pl.:
fénysebesség, nyugalmi tomeg

e Megmarad6 mennyiségek: egy adott inerciarendszerben valamilyen
kolesonhatas elétt és utan is ugyanaz az értékiik. Pl.: energia, impulzus
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e invarians mennyiségek: A Lorentz-transzformécié nem valtoztatja
meg Gket, azaz minden inerciarendszerben ugyanazok. Pl.: intervallum,
négyesvektorok hossza

Relativisztikus impulzus Az impulzus minden komponense kiilon-kiilon
megmaradé mennyiség. FEz azt jelenti, hogy p, egy iitkézés el6tt és utén is
ugyanannyi, egy adott inerciarendszerben. Részecskék zart rendszerére az
impulzus komponensenként alland6 egy inerciarendszerben.

dz
Yoy

P = |7mogf (72)
Ymo S

Relativisztikus energia A relativisztikus energiat kifejezhetjiik az impul-
zus négyesvektor O-dik komponensébdl is:

FE cdt
— = mn—
c O dr
. omg  cdt
/12 dt
= YMmocC (73)
|3
2
E = ’ymoc2 — e

V11— 2

Ez a relativisztikus energia ami részecskék zart rendszerére megmarad
adott inerciarendszerben. Az energia kifejezése két érdekes tulajdonsaggal
rendelkezik.

e Ha arészecske all (8 =0 = v = 1), az energia akkor sem 0 a klasszikus
esettel szemben, hanem:

E = myc? (74)

Ami Einstein szalloigévé valt eredménye, de lathato, hogy ez csak allo
részecskékre igaz! Altalanosan:

E = ymyc? (75)
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e Ha § =1, akkor a képlet értelmetlenné valik ami azt jelenti, hogy sem-
milyen nem 0 nyugalmi tomeggel rendelkez6 test nem haladhat fényse-
bességgel.

e Fentebb emlitettiik, hogy az energia kifejezése kis sebességek esetére
megegyezik a klasszikus kifejezéssel. Ehhez sorfejtjiik v-t § = 0 koriil:

ﬁQ
Y=140-B+1-= (76)
Ezzel az energia kis sebességekre 5 = v/c:
E = moc” + (77)

2

Azaz majdnem megegyezik a klasszikus eredménnyel, egy konstanssal
tér el csak. Ez nem okoz problémat a klasszikus szamolasokban, mert
az energiaszintet eltolhatjuk egy konstanssal barmikor. A relativitasel-
mélet eredménye az, hogy az energia nulla szintje mar meghatarozott.

impulzus négyesvektor
E/c
Pz
= 78
P=1 (78)
22

A négyesvektor is megmarad6 mennyiség : adott inerciarendszerben részecs-
kék zart rendszeréve nézve allandd. A négyesvektor hossza alapjan inva-
ridns mennyiség hiszen két konstanssal mg-al és c-vel aranyos. Ez a mennyiség
nem csak egy adott inerciarendszerben allando6 részecskék zéart rendszerére,
hanem mindegyikben.

Toémegeffektus Erdekes kivetkezménye a relativitaselméletnek, hogy a to-
meg maga nem megmaraddé mennyiség. Egy adott zart rendszerben a ré-
szecskékre vonatkoz6 négyesvektor hossza, ami aranyos a nyugalmi tomeggel
allando, de az nem, hogy hogyan oszlik meg ez a tomeg a részecskék kozt. Pl.:
Az origbban felrobban egy m tomegii test. A robbanas el6tt a négyesvektor
hossza:

E?* = m*ct (79)
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A robbanés utan a szétrepiil6 darabok impulzus négyesvektorainak Osszege
meg kell egyezzen a robbands elGttivel, azonban ezekben a sebesség mar nem
0, ami az jelenti, hogy a fentebb kiszamolt energia egy része mozgasi energia
formajaban van jelen ezért az egyes részecskékre kiszamolt nyugalmi témegek
Osszege nem adja ki az eredeti nyugalmi tomeget. Nézziik meg mi torténik,
ha két egyforma darabra robban a test és ezek egymaéssal ellentétesen nagy
sebességgel mozognak az x-tengely mentén:

p=p1+p ahol

E/c Ey/c Ey/e
_ 0 _ b1 _ P2 (80)
b= 0 b1 = 0 D2 = 0
0 0 0

Ebbdl megallapithato, hogy:

1= —p2=
R &)
A egyenlet alapjan:
E? = p*c® + m"c* = E2
’ (82

E? =2.-p* +2-m?c* +2- (p* + m™ct)

E? = m2c* = 4(p2 + m"ch)

Lathato, hogy ha beirjuk, hogy m’ = m/2 akkor az egynlet nem teljesiil.
Fejezziik ki m/-t:
: m\? o p?

w=\(3) 43 (83)
Azaz m # m’' +m/ mert a tOmegenergia egy része mozgasi energiava alakult.
Ezt hivjuk tomegdefektusnak. A fenti folyamatban nem torédtiink azzal,
hogy a robbands sordn valamilyen kémiai kotés energidja alakult 4t mozgasi
energidva és nem tettiik bele az energiamérlegbe. A kapott eredmény ennek
ellenére alkalmazhat6 olyan folyamatokban amikor az atalakulds soran nem
egy energetikailag kotott rendszer alakul at. Az elemi részecskék fizikaja-
ban ilyen eset fordul el§, mikor egy M tomegi elemi részecske kisebb (my és
ms) tomegl elemi részecskékre bomlik. Fontos, hogy a folyamatban részt-
vev6 minden partner elemi, ami azt jelenti, hogy kotési energiaval nem kell
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szamolni, hiszen az elemi részecskék nem bonthatok kisebb alkotdelemekre.
Ebben az esetben a bomlasi termékek mozgasi energiajat az M tomegi ré-
szecske tomegének egy bizonyos hanyada fedezi a maradék témegen osztoznak
a reakciotermékek. Ekkor a témegdefektus:

Am = M — (my + ms)

84
K1+K2=Am02, ( )

ahol K és K, a reakcidtermékek kinetikus energidja.

Mikor egy olyan objektum bomlik el ami nem elemi, hanem tobb elemi
részecske kotott allapota akkor figyelembe kell venni a kdtési energiat is.
Ha egy rendszer kotott, akkor a kotési energia és a mozgdsi energia Osszege
negativ:

K+U <0, (85)

ahol feltettiik, hogy mikor az alkotérészek végtelen tavol vannak egyméstol
és mar nem hatnak kolcson akkor U = 0. Tekintsiink egy koétott rendszert
(atom, molekula) egy olyan inerciarendszerben amiben nyugalomban van.
Ekkor az energidja egyrészt a relativisztikus tomegenergia, masrészt az alko-
torészek tomeg és kotési energidinak Osszege:

EOZMCQZZTTLZ'CQ—FK—FU (86)
Ahhoz, hogy a rendszert felbontsuk, be kell fektetni
AE=—(K+U)>0 (87)

nagysagu energiat. Mivel a kitési energia negativ azonnal lathato, hogy M <
> my, azaz a kotott allapot tomege kisebb mint az alkotorészek nyugalmi
tomege:

AM
M = Z mi — 2 (88)
A tomegdefektus ebben az esetben:
Am=> "m;—M (89)

Lathato,hogy egy kotott rendszer bomlésanak esetében pont forditott a hely-
zet az elemi részecskék bomlasdhoz képest. A bomlo kétott rendszer tomege
kisebb mint a termékek tomege, a bomlo elemi részecske témege pedig na-
gyobb mint a termékek tomege. A kiilonbség magyarazata, hogy az ener-
giamérlegbe a kotési energiat is bele kell venni. A fenti folyamat a mkodési
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alapja az atomenergianak atomerémiveknek. A szétrepiil6 részecskék moz-
géasi energiajat hasznositjuk ezekben a folyamatokban, ami a boml6 részecske
tomegébdl szarmazik. A tomegenergia hatalmas, pl ha 1 g tomeget mozgési
energiava alakitunk egy erémiiben, akkor

E=mc*=0.001kg-(3-10%m/s)> =9-10"%J=24,3-10°%kWr  (90)

Ami egy atlagos haztartas 6000 évi fogyasztasa. (kb 4000 kwh-t fogyaszt egy
Eur6pai haztartas évente). Természetesen nagyon nehéz 1 g anyagot tiszta
enerigava alakitani és tovabbitani, ezért sokat elveszitiink a konverzié soran.
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Edwin F. Taylor — John Archibald Wheeler. Tériddfizika. 2005

e Hrasko Péter. A relativitdselmélet alapjai. typotex, 2009

Albert Einstein. A specidlis és dltaldnos relativitdas elmélete. Gondolat,
1978

Michael Tsamparlis. Special Relativity. Springer, 2010
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3. Altalanos relativitas elmélet és kozmologia

3.1. Az altalanos relativitaselmélet alapfogalmai

Ha a specidlis relativitaselmélet eredményeit gravitaciés mezében szeretnénk
alkalmazni, ellentmondéasba iitkoziink. Az alapprobléma az, hogy a gravi-
taciora leirdsara klasszikusan a Newton-féle gravitacidelmélet szolgdl ami
tavolhatason (azaz végteleniil gyorsan terjedd kolcsonhatason) alapul. Ez
egyértelmten ellentmond a fénysebesség hatarsebesség jellegének, ezért nem
vilagos hogyan lehetne a relativisztikus keretbe foglalni. Az elektromossag
és a mechanika esetében nincs probléma, hiszen az elmélet az elektrodina-
mikat invariansan hagyja, a Newtoni mechanika helyébe pedig a relativisz-
tikus mechanika lépett, ami kis sebességek és energidk esetén megegyezik a
klasszikus mechanikaval. A fentiek miatt valahogyan be kell épiteni a gravi-
taciot a relativitaselméletbe gy, hogy kozben az eddig elért eredmények is
megmaradjanak. Vizsgaljuk meg részletesen milyen problémak meriilnek fel
gravitacios mezében.

Az ekvivalencia elv

A gyenge ekvivalencia elv A newtoni gravitacidelméletben szerepls gra-
vitalo tomeg sok jegyre pontosan megegyezik a Newton II. torvényében sze-
replé dinamikai (tehetetlen) tomeggel:

mM

5 F=am (91)

F,=d

g r

A kett6 egyenléségét az Eotvos Lorand hiressé valt kisérletsorozata nagy pon-

tossaggal igazolta és azota sem vezetett egyetlenegy mérés sem ezzel ellentétes
eredményre:

A testek gravitalo és tehetetlen tomege megegyezik.

Ez a tény egy mélyebb Osszefliggést sejtet a gravitaciot illetGen.

Az eré6s ekvivalencia elv A relativitasi elv kimondja, hogy a fizikai to6r-
vények alakja az inerciarendszerekben megegyezik. Az eddig targyalt inercia-
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rendszerek egymashoz képest allando sebességgel mozgd vonatkoztatasi rend-
szerek voltak. Mivel a gyorsulé rendszerek nem inerciarendszerek, elGszor azt
gondolhatnank, hogy a graviticiés mezd hatasara szabadon esG (gyorsulo)
rendszerek sem inerciarendszerek azonban ez nem igaz. Mitdl kiilonleges az
eset amikor a gravitacid hatasara gyorsul egy test? A gyenge ekvivalencia
elv miatt az F, = F egyenletb6l az m toémeg kiesik. (Ez nem igaz pl. az
elektromos erétérben valé mozgasra.) A gravitacié hatasara gyorsuléd test
minden egyes atomja ugyanolyan mértékben gyorsul ezért nem érezziik a ha-
talmas gyorsulast. Ezzel ellentétben, ha egy gyorsul6é autéban iiliink akkor
érezziik azt ahogy gyorsulunk, mert testiink iiléshez érg részének kell elGszor
felgyorsulnia ami aztan erGt fejt ki a tobbi résziinkre, hogy azok sebessége
is novekedhessen. A gravitacié esetében minden résziink egyszerre gyorsul
ezért nem érezziik az er6t! Az tirhajosok akik a Fold koriil keringve folyama-
tos gravitacios gyorsulasnak vannak kitéve, ebb6l nem éreznek semmit, sét
az egyik legtokéletesebb inerciarendszerben vannak. A fentiek alapjan igy
fogalmazhatd meg az er6s ekvivalencia elv:

A gravitacios mezG hatasara gyorsuld koordinatarendszer inerciarendszer. A
gravitaciés mez6 hatasa teljesen kitranszformélhato, azaz a benne lezajlo
fizikai folyamatok tejesen fliggetlenek a gravitacios mezd erésségétol.

Az elvbdl az is kovetkezik, hogy fizikai szempontboél nincs kiilonbség
akozott, hogy valaki egy gyorsul6 tirhajoban a gyorsulds irdnyaval ellentétes
irdnyu erét érez, vagy a foldon allva a silyat.

3.1.1. LokAlis inerciarendszerek

A specialis relativitaselméletben nincs kikotés az inerciarendszerek méreté-
re, a koordinatatengelyeket tetszGleges iranyba tetszélegese mértékben meg-
hosszabbithatjuk. Ez gravitacios erGtérben 1év6 inerciarendszerekre mar nem
igaz (10). Vegyiink két testet amik egy Fold felé zuhano dobozban helyez-
kednek el. Mivel a rajuk haté erd nem teljesen fiigg6leges hanem a Fold
koézéppontja felé mutat ezért a testek amellett, hogy zuhannak kézelednek is
egymas felé. Amig ez az effektus elég elég kicsi ahhoz, hogy a mérési pon-
tossagon beliil ne észlelhessiik a rendszer inerciarendszernek tekinthetd. Az
effektus annél kisebb, minél kisebb a testek tavolsdga, emiatt nem valaszthat-
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juk az inerciarendszert tetszélegesen nagynak. Ha ideélis mérési pontossagot
feltételeziink, akkor az inerciarendszer egyetlen pontta zsugorodik Ossze. Fzt
fizikailag gy mondjuk, hogy az altalanos relativitidselméletben az inercia-
rendszerek lokalisak. A gravitacios mezd minden pontjaban felallithatunk
egy lokalis inerciarendszert, aminek koordinatatengelyeit meghosszabbithat-
juk addig amig a mérési pontossagon beliil a kiterjed vonatkoztatasi rendszer
is inerciarendszer. Ezekben a lokélis inerciarendszerekben a fizikai torvények
alakja megegyezik, de a fizikai mennyiségek mérdszamai nem! A specialis
relativitaselméletben a Lorentz-transzforméciéo mondta meg, hogy kell a fizi-
kai mennyiségeket transzformalni inerciarendszerek kozott, itt azonban nem
vildgos hogy mi a transzforméacios szabély. A transzformécios szabalynak
ossze kell kapcsolnia kiilonb6z6 pontokat a gravitacids térben, és le kell ir-
nia, hogyan valtoznak a c,t, x,y, 2 koordinatai az eseményeknek a kiilonb6z6
pontokban elhelyezkeds inerciarendszerekben.

3.1.2. Metrika

A gravitalo test koriil nem csak a teret, hanem a téridét kell leirni, ezért 341
dimenzi6éban kell gondolkodni. Ahogy harom dimenziéban, gy 3-+1-ben is
gy jellemezhetjiik a teret, hogy megadjuk a geometriajat (pontok téavolsaga,
keriilet feliilet sth.). A nehézség az, hogy mig a 3 dimenzios teret el tudjuk
képzelni a 4 dimenziésat nem, ezért egy olyan moédszert kell hasznalni ami
dimenzi6tol fiiggetlentil alkalmazhatd. A modszer szemléltetésére képzeljiik
el, hogy egy billidrd goly6 felszinére szogeket veriink és a szomszédosokat
osszekotjiik fonallal. Ha feljegyezziik, hogy a mely szogeket milyen hosszi
fonal kot Ossze, akkor ezekbdl az adatokbol visszaallithatjuk a goly6 adata-
it: sugarat keriiletét, teriiletét. FEzt a mddszert magasabb dimenzidkban is
hasznalhatjuk: megadjuk a szomszédos pontok kézotti tavolsagokat, és hogy
ez hogyan valtozik pontrél-pontra. Tébb dimenzi6 esetén csak a szomszédos
pontok szama valtozik. Mivel a pontoknak csak a tavolsagat kell megadnunk
ami nem fiigeg attél milyen koordinatarendszerben meérjiik, igy ez a lefras
koordinatarendszer-fiiggetlen.

Sik téridSé metrikdja A specidlis relativitaselméletben szerepld téridst
siknak hivjuk, mert benne a szomszédos pontok tavolsaga formailag hasonlo
a sik pontjainak tavolsdgahoz. A sik két pontjanak tavolsaga:
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inerciarendszer

B

T Ni

Fold

10. abra. A F&ld felé zuhano rendszerben elhelyezked6 két test egymashoz is
kozeledik, mert a rajuk hato erének van a masik test felé mutaté komponense
is.

d(Py, Py)* = Az® + Ay? + Az
Az =21 — 29
Ay =11 — 2
Az =21 — 29

(92)

A specidlis relativitaselméletben a térid6 pontjait eseményeknek hivjuk.
Az események tavolsadga az invarians intervallum, mely itt mar nem csak tér
hanem id6 koordinatakat is tartalmaz.

As® = At? — (Az? + Ay® + AZ?) (93)
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Az intervallum a tavolsaggal analég mennyiség. A két formula a nega-
tiv elGjeltdl és a plusz idédimenziotol eltekintve megegyezik, ezért hivjuk ezt
a sik téridé metrikdjanak. Az intervallum invaridns, azaz minden inercia-
rendszerben ugyanaz. Ami inerciarendszerrdl inerciarendszerre valtozik az a
Lorentz-transzfromécié szerint az koordinatak ¢, x,y, z értéke.

Gorbiilt téridé A graviticids erétérben minden pontban felallitunk egy
lokalis inerciarendszert, ami (lokalisan) sik téridének felel meg. Az inter-
vallum tovabbra is invarians: két esemény kozotti intervallum tovabbra is
ugyanaz minden inerciarendszerbdl nézve. Ami két pont kozott valtozik az
az t,x,y, 2z koordinatak értéke. Mivel az inerciarendszerek lokalisak ezért a
két esemény kozotti intervallum (tér és idébeli tavolsag) infitezimalisan kicsi
(ha ennél nagyobb lenne akkor "kilogna" a lokélis inerciarendszerbdl). Ezt
ugy jeloljiik, hogy a képletekben A helyet d-t {runk:

ds® = dt* — (da* + dy* + dz*) (94)

Egy méasik pontba menve a gravitacios térben ds valtozatlan marad, de a
koordinatak értékei megvaltoznak. Ezt gy jeloljik, hogy megszorozzuk Gket
a gravitacios tértdl fiiggd fiiggvényekkel, g-kkel:

ds® = goodt* — (g11dx® + goody® + gszdz?) (95)

A fiiggvény indexei attol fiiggnek, hogy mely koordinatakat szorozza. (a
koordinatak szamozasa x = 1,y = 2,z = 3,t = 0) Altalanos esetben keve-
redhetnek is a koordinatak, tehat megjelenhetnek ggdtdx tipust tagok is.
A gravitaciés er6 Osszes hatasa ezekben a ¢ fiiggvényekben foglalhato Gssze,
és abban nyilvanul meg, hogy a tér és id6koordinatédk értékei pontrol pont-
ra valtoznak. A gravitacios er6t tehat tavolba hatas helyett azzal
magyarazzuk, hogy a testek kézelében a tér "meggorbiil" azaz a tes-
tek alakjatol, energiajatol fliiggden a tér és id6 koordinatak pontrol
pontra valtoznak. A gravitaciot ez teljesen leirja, ezen kiviil mas
hatasa nincs.

Bzt jelenti az, hogy az erGs ekvivalencia elvben az allitottuk, hogy a
gravitacios mezd hatasa kitranszformalhato: visszavezethets relativisztikus
effektusokra, a lokalis tér és az id6 koordinatak megvaltozasara.

A g fiiggvényeket Osszefoglalva metrikdnak nevezziik. Meghatarozasuk
nehéz feladat, mert fiiggenek az anyag geometriai elrendezésétsl, energiaja-
t6l, nyomasatol, perdiiletétsl. A pontos Osszefiiggést az Einstein-egyenlet
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irja le, mely egy bonyolult nem linearis egyenlet rendszer, és altalanossagban
csak numerikusan oldhat6é meg. A tovabbiakban az Einstein egyenlet meg-
oldasaval nem foglalkozunk, csak a mar kiszamolt metrika kovetkezményeit
vizsgaljuk meg.

a

3.2. Schwarzschild-metrika és kovetkezményei
3.2.1. A metrika alakja

A Schwarzschild-metrika az Einstein-egyenletek megoldasa, gémbszimmetri-
kus, idé&fiiggetlen esetben. Eredményesen hasznélhaté a gravitacios tér le-
irdsara bolygok csillagok, fekete lyukak koriil. Az Einstein-egyenletek ezen
megoldasa all legkozelebb ahhoz a gravitaciordl kialakult intuitiv képhez amit
a Newton-féle gravitacio alapjan varunk. Nem tartalmazza a forgasa
miatt bekovetkezd relativisztikus effektusokat, de kis szogsebességek
esetén ezek elhanyagolhatoak. Miel6tt a konkrét matematikai alakjat meg-
adnank, ami fentebb emlitett g-k megadésat jelenti, gondoljuk végig, hogy
milyen kovetkezményei vannak annak, hogy gémbszimmetrikus esetben sze-
retnénk az fvelemnégyzetet megadni. Fentebb lattuk, hogy sik térid6ben az
intervallum:

ds® = dt* — (da* + dy® + dz*) (96)

Itt 4 koordinatatengely van ¢, z,y, z. Az az intervallum ebben a koordinéta-
rendszerben felirt infitezimalis tavolsagnak, ivelemnek felel meg. Megjegy-
zés: 3D-s térben a tengelyek z,y, 2. A tavolsig [ = \/Ax2 + Ay? + Az2
(Pitagorasz-tétel) Ha nagyon kicsi a tavolsag: dl = \/dx? + dy? + dz2.

Négy dimenzidoban nem igaz a pitagorasz-tétel ezért a tavolsagot ott az
intervallum adja meg, amit igy foglalhatunk Gssze:

intervallum?® = idékiilonbség® — 3Ds tdvolsdgkiilonbség” (97)

Ha gdmbszimmetrikus esetben dolgozunk, akkor poldrkoordinata-rendszerben
kell megadnunk az infitezimalis tavolsagot. Ekkor a térbeli koordinatatenge-
lyek 7,0, ¢. abra) Az infitezimalis tavolsag:

di* = dr® + (rdf)? + (rsin 0 dp)? (98)

Az egyes tagok el6tt g fliggvények lehetnek amik a hossz valtozasat irjak
le a relativisztikus effektusok miatt. Mivel egy gémbszimmetrikus téridGt
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11. abra. Gombi koordinata rendszer 3 dimenzidéban

szeretnénk leirni, azaz az r = 0-ban 1év6 kozéppont koriil barmerre forgatva a
rendszert semmi nem valtozik a metrika nem valtozhat, ha 0 vagy ¢ valtozik.
Ez azt jelenti, hogy g-k csak t-t6l és r-tdl fiigghetnek. Azt is tudjuk, hogy a
végeredménynek, ds-nek minden 6-ra és ¢-re ugyanannak kell lennie. Ilyen
gombszimmetrikus esetet csak gy kapunk ha a metrika alakja:

ds® = gudt® — gppdr® — r2df* — r*sin® 0 dy? (99)
Az Einstein egyenletek adjak g;-t és g,,-t:

g =1-— o
1 (100)

grr = T
T

ahol M a tomegkozéppontban 1évE test tomege. Tehat a Schwarzschild-
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metrika:

2M 1
d82 = <]_ — T) dt2 — mdﬁ — T2d€2 - TZ SiIl2 6ng2 (101)

Tanulsagok

o A relativisztikus effektusok a ¢ és r koordinatakat érintik, a szogeket
tartalmazé tagok ugyanazok mint 3D-ben és azt jelentik, hogy barmi-
lyen iranybol és kozelitiink az origéban 1évé M témegti gombhodz mindig
ugyanazt tapasztaljuk.

M

e Ha r — oo, akkor 27 — 0, és a metrika :

ds* = dt* — dr* — r*df* — r* sin® 0 dp? (102)

Ami sik téridének felel meg csak polarkoordinatdkban. Eszerint a ko-
zéppontol nagy tavolsagra a téridG siknak tekinthetd, azaz olyan mint
amit a specialis relativitdselméletben targyaltunk.

e A fenti érvelésbdl az is lathatd, hogy a metrika képletlében t és r a
tavoli megfigyeld altal mért koordinétak.

e M = 0 esetben a metrika a sik (gravitacio nélkiili) téridé metrikaja lesz.
Ez szemléletesen mutatja, hogy a tér gorbiiltségét a tomeg okozza.

o r = 2M = R esetben a fenti kifejezés értelmetlenné valik. Ezt a sugarat
Schwarzschild-sugarnak nevezziik. Ha a vizsgalt gravitalo objektum
valos sugara nem nagyobb mint ez az érték akkor az ezzel a sugérral
jellemzett gobmbhéjat eseményhorizontnak nevezziik. Az eseményho-
rizonton beliilr6l semmilyen jel, vagy test nem érheti el a kiils6 vilagot,
ezért az ilyen objektumokat fekete lyukaknak szoktak nevezni. (Be-
felé probléma nélkiil haladhatnak az objektumok és jelek.)

A Schwarzschild-sugéar (Rgs.) nagyon hasznos eszkoz arra, hogy megitéljiik
mennyire viselkedik egy objektum relativisztikusan. Ha Rg. = 2M << r,

ahol r, a vizzgalt objektum sugara, akkor a (104) képletben lévé (1 - w)

To
tényez6 értéke nagyon kozel van 1-hez, ezért a téridé jo kozelitéssel sik. Ek-
kor a Gravitacid6 Newton-féle elmélete nagyon jo kozelités, és a rendszer a
klasszikus fizikai intuicionknak megfeleléen miikodik. Ha Rg. = 2M = r,
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Akkor a (1 — %) tényezG nagyon kiilonbozik 1-t6l, és a téridé gorbiiltsége
szamottevd. Ekkor jelentGs relativisztikus effektusok jelentkeznek a sik tér-
id6hoz képest. A Rg. = r, esetben a vizsgalt égitest egy fekete lyuk és Rg.
az eseményhorizontjanak sugara.

Megjegyzés: A metrika képlete a ¢ = 1, G = 1 egységrendszerben van,
tehat ha ki akarjuk szamolni fliggvénytablabol a Schwarzschild-sugarat, akkor
minden mértékegységet at kell valtanunk SI-be. Ekkor

_2GM

2 )

Rse (103)

C

ahol ¢ a fénysebesség és G a gravitacios allandé. A Schwarzshild-metrika
tehat Si-ben:

2GM 1
d82 = <]_ — GT> dtz — mdr2 — T2d02 — TZ Sin2 6d902 (104)
c°r - 25

A G = 1,¢ = 1 egységrendszer elénye, hogy nem kell nagysigrendileg
kiilonb6z6 szdmokkal dolgozni. Az atvaltés Si-bél ebbe a rendszerbe nagyon
kénnyt, ha minden tavolsagot km-ben mériink, mert ekkor a tomegeket elég
naptéomegben mérni:

Mgun = 1AT5 km (105)

Ez is mutatja, hogy nagyon nagy tomegeket kel beirni a képletbe, hogy
annak gravitacios hatasa érvényesiiljon.

Nevezetes égitestekre kiszamolt Schwarzshild-sugar hanyadokat talalha-
tunk a[3.2.1]tablazatban. Minél nagyobb az arany annal relativisztikusabban
viselkedik a téridé az objektum koriil. Lathato, hogy a Fold koriil ahol a
Newtoni graviticio jol miikodik ez az érték 1072 mig fekete lyukakra 1.

Egltest Schwar;usz(éiii-sugdr
Fold 10712
Nap 10°°

neutroncsillag 0.3—-0.6
Fekete lyuk 1
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3.2.2. Fizikai kovetkezmények

Megfigyel6k A specidlis relativitaselméletben a kiilonb6z6 inerciarendsze-
rek az egymashoz képest allando sebességgel mozgd koordinatarendszerek.
Az altalanos relativitaselméletben az inerciarendszerek lokalisak és minden
pontban felvehetiink egyet. A Schwarzschild metrika vizsgalata soran 2 spe-
cialis inerciarendszert vesziink fel:

e Tavoli megfigyels: Az r = 0 ponttél azaz gravitalé tomegtsl vég-
telen messze elhelyezked6 megfigyels. Itt a téridG siknak tekinthetd,
ahogy azt fentebb lattuk. A Schwarzshild-metrikdban szereplé ¢, 7,6, ¢
koordinatédk ennek a sik téridének a koordinatéai.

o Héj megfigyels: A kozponti gravitalo tomeg koriil egy adott r sugari
gombhéjon elhelyezked§ megfigyels. Itt a térid6 mar nem tekinthets
siknak és a graviticios effektusokat a metrikdbol tudjuk leolvasni.

Ez a két megfigyel6 hasznos, hogy Osszehasonlithassuk, a sik téridg és a
gravitacié altal meggorbitett térid6 szerkezetét.

A térid6 gorbiiltsége Fentebb emlitettiik, hogy minden inerciarendszer
lokalis és kitranszformélhato bel6le a gravitidcié hatésa az ekvivalencia elv
szerint. Kz konkrétan azt jelenti, hogy minden inerciarendszer lokalisan
sik. A héj megfigyel6 azonban nem inerciarendszerben van hanem gyor-
sul, hiszen mesterségesen valtozatlan tavolsagra van tartva az origotol. Ha
inerciarendszer lenne, akkor szabadon esne az origo felé, és nem érezné a
gravitacioé hatasat, az teljesen kitranszformalhaté lenne. Ezzel szemben érzi
példaul a sajat sulyat, ahogy mi is a F6ld felszinén hiszen mi is héj megfigye-
16k vagyunk. A héj-megfigyel6 mégis fontos pont amiatt, hogy az égitestek
felszinén elhelyezked6 megfigyel6k mind héj-megfigyelSk, ezért gyakran for-
dulnak el§ a fizikdban.

A héj megfigyels altal mért koordinatakat a kovetkezGképpen szamolhat-

juk ki.

e Sugéar: a héj megfigyel§ sugar irdnyban elhelyez egy méterrudat mely-
nek két végén szinkronban egy-egy lampa villog. Szamoljuk ki a Schwarzshild-
metrikdban a villogésok, mint események kdzotti intervallumot. Ekkor
d® =0,dp =0,dt = 0:

dr
do = ———= (106)

1—2M
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o a héj-megfigyels "sajat-sugara", azaz az ¢ altal lokalisan megmért
megtapasztalt és tavolsag.

e id6: A héj megfigyel§ adott sugarnal elhelyez egy villogo lampat. A
villogasok kozotti intervallum, megadhato, figyelembe véve, hogy d© =

0,dp =0,dr =0:
2M
dr = dt\ /1 — — (107)
r

dr a héj megfigyel§ altal mért "sajatidé", amit megtapasztal.

A fentieket behelyettesitve a metrikaba a héj megfigyel6 sik téridejét kap-
juk. Fontos, hogy a héj megfigyel6 nem inercialis, azaz az § térideje nem
kell, hogy sik legyen az ekvivalencia elv miatt, fizikailag nem fogja ugyanazt
tapasztalni mint egy szabadon es6 inercialis megfigyel6. Mar részrél forma-
ilag tekintheti téridejét siknak, (ezt jelképezi a fenti helyettesités), de ezt
fogja tapasztalni, hogy a formailag sik térid6t jellemzd koordinatakkal leirt
fizika nem egyezik meg mas inerciarendszerekben mért fizikaval. Pl: Egy
szabadon esg lift inerciarendszer, és benne a testek szabadon lebegnek ha
elengedjiik 6ket. Ez az inerciarendszer teljesen jogosan hasznélja a sik térido
metrikajat mindig jo eredményt fog kapni. A Fold felszinén allo megfigyel$
héj megfigyels, és magadhoz rogzitett koordinatdkat hasznal, sik téridst fel-
tételezve. Azonnal nyilvanvalo, hogy feltételezése helytelen: ha elenged egy
labdét az rogton leesik, és nem marad ott lebegve ahol eleresztette, mint min-
den inerciarendszerben térténne. Miért hasznél egy nem inercialis megfigyel6
lokalisan sik koordinatakat? Azért mert ez az egyetlen mod, ahogy méréseket
tud végrehajtani. Tavolsagot gy mér pl, hogy fényjelet bocsajt a mérends
tavolsagban elhelyezett tiikorre, és megméri mennyi idé§ alatt ér vissza. Az
igy kiszamolt tavolsagoz sajat (torzult) idejét hasznalta fel. Azt a kifejezés
tehat, hogy "téridejét lokalisan siknak tekinti" annyit jelent, hogy a fizikai
mennyiségek elfogadott mérési utasitasait hasznalja (amiket inerciarendsze-
rekben definidltunk). Ez alapjan szinkronizalja orait, allitja be méterrudjait,
amik torzultak lesznek igy mas fizikat fog mérni, mint egy inerciarendszerben
mérnénk.

A fenti Gsszefliggések megmutatjak, hogy a tavoli megfigyel§ és az r-
sugaru gombhéjon 1évé megfigyel6 altal mért sugar és idé adatok milyen
kapcsolatban vannak egymaéssal:

e Idédilatacio: Ha r > 2M azaz a Schwarzschild-sugar (minden gya-
korlati esetben ez a helyzet), akkor dr < dt. Minél kisebb r annal
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jobban kiilonbozik a tavoli megfigyels és a héj megfigyels ideje. Minél
erGsebb gravitaciés mez6ben helyezkedik el az inerciarendszer
annil lassabban telik benne az id§ egy tavoli gravitacié-mentes
térben elhelyezked6 megfigyels idejéhez képest.

o Gorbiilt tér: Vegyiink két eseményt melyek egyméstol do tavolsagra
torténnek sugar iranyban. A fenti kifejezés alapjan do > dr azaz a ta-
voli megfigyeld dltal mért sugarkiilonbség kisebb, mint a héj megfigyels
altal mért. Ezt szoktdk tugy kifejezni, hogy a tér megnyilik az erds
gravitacios térben.

A tér megnytlasa szemléletesen a kovetkezét jelenti: Vegylink egy meg-
figyel6t mely egy r sugari gombhéjon helyezkedik el. A gombhéj belsejében
egy r-nél kisebb sugart gdémbhéj helyezkedik el. A kisebb és a nagyobb
gombhéj sugaranak kiilonbségét két féle képpen lehet meghatarozni:

1. A héjon 1év§ megfigyeld leereszt egy mérdszalagot amivel meghatarozza
milyen messze van t6le a masik gémbhéj. Az igy mért értéket neveztiik
do-nak.

2. A masik médszer az, hogy végighaladunk a gémbéj felszinén és meg-
mérjiik a keriiletét. Ebbél a K = 2rm képlet alapjan kiszamoljuk a su-
garat, amit redukalt sugarnak nevezziik. A kiils§ és a bels6 gdbmbhajra
szamolt redukalt sugarak kiilonbsége dr, ez az amit a tavoli megfigyels
meér.

A tér gorbiiltsége miatt a redukalt sugarbol szamitott sugarkiilonbség
nem egyezik meg a héjmegfigyel§ altal kozvetleniil megmért sugarkiilénbség-
gel. A héjmegfigyel6k a sugarat nagyobbnak mérik, mint ami a keriiletbsl
kovetkezne. A helyzet ahhoz hasonlé mintha gumiboél kivagnank egy r su-
gari kort, ezt latja a tavoli megfigyeld, aztan ujjunk kozé csipnénk a gumi
korlap kozepét és megnyujtanank lefelé. Ekkor a gumilapon mérészalaggal
megmért sugar nagyobbnak adédik mint r, mert a gumilap megnyuilt. Mi
ennek az analogidnak a fizikai magyarazata?

A héj megfigyel6 lokalis, hiszen az inerciarendszerek lokalisak ezért szaméa-
ra nem kozvetleniil hozzaférhets adat a gombhéj keriiletet, igy nem detektalja
a fenti kiilonbséget. A redukalt sugir azért a tavoli megfigyel6 altal mért su-
gar mert a metrikit agy allitottuk fel, hogy minden a tavoli megfigyels altal
mért koordinatak fiiggvényében van kifejezve. Ez annak felel meg, mintha
gondolatban meghosszabbitandnk a tavoli megfigyel6 koordinatatengelyeit,
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azaz nem lokalis hanem globalis koordinatarendszerként kezelnénk. Ebben a
rendszerben van értelme a gombhéj keriiletérdl beszélni, mert annak minden
pontja az inerciarendszerben helyezkedik el. Az ar amit ezért fizetiink az,
hogy a mért értékek nem egyeznek meg a lokalis inerciarendszerekben meért
értékekkel és ez a kiilénbség pontrol-pontra valtozik. Ezt a kiilonbséget ha-
tarozza meg a metrika. A tavoli megfigyel6 azért is személetes, mert a naiv
klasszikus vilagképen alapulé megfigyeld altalanositasa. Ha azt feltételezziik,
hogy az inerciarendszeriink koordinatatengelyeit (beleértve az idGtengelyt is)
végteleniil meghosszabbithatjuk, akkor a nagy tomeggel rendelkezé objektu-
mok koriil eltéréseket tapasztalunk az objektumok kozelében felallitott (és
kalibralt) inerciarendszerekhez képest, nevezetesen az idé méasképp telik, a
tér pedig gorbiilt, ahogy fentebb megallapitottuk.

Beagyazott diagram A tér gorbiiltségét szemléltetésére azt a modszert
szoktak hasznalni, hogy a 4 dimenzios téridének egy adott id6ponthoz tartozo
szeletét veszik, ami igy egy harom dimenzioés objektum, igy hdrom dimen-
zibban geometriai alakzatként szemléltethet6. Az ilyen diagramok esetében
nem szabad elfelejteni, hogy pillanatfelvételek, egy adott koordinadtarendszer
szempontjabol véve. A Schwarzschild-metrika esetében vizsgaljuk meg a be-
agyazott diagramot. Vegyiink ¢ = ¢, pillanatot, ekkor az id6 allando, tehat
dt = 0. Ami a metrikdbo6l marad:

o
(=2

T

ds? = — dr? — r*df? — r*sin® 6 dy? (108)

Ennek a kifejezésnek még mindig sok valtozoja van ahhoz, hogy kénnyen
abrazolhato legyen. Vegyiik a gravitdlo gomb koriil az egyenlit&t metszd sikot
és vizsgalodjunk-e mentén. Ekkor 6 = 90 és df = 0. A metrika itt:

1
R (109)

T

ds® =

Ennek a kifejezésnek csak két valtozdja van ezért kdnnyen abrazolhato
harom dimenzioban. A kifejezés forgasszimmetrikus, mert ¢ minden értékére
ugyanazt az eredményt adja, igy egy forgasszimmetrikus alakzatot ir le. Hogy
megtudjuk mi ez az alakzat, vegyiik a kifejezés értékét egy adott ¢ = (g
helyen. Ekkor:

TERITaY dr? (110)



Minden r pontban ki tudjuk szamolni, hogy mekkora a dr-hez tartozo
do. Mivel do nagyobb mint dr ezért, hogy sikban &brazolni tudjuk el kell
forgatnunk a szakaszt, hogy felférjen az adbrara. Az elforgatést a harmadik
dimenzi6 iranyaban végezziik ugy, hogy a sikra esé vetiilete dr maradjon. Az
eredményt a adbra mutatja. Ezt mondjuk ugy, hogy a tér gorbiilt. Az
itt leirtakat nem szabad sz6 szerint venni, nincsen plusz dimenzié ahova a
tér be tud gorbiilni, hogy hosszabb lehessen. (Egy jo analogia lehet, ha azt
képzeljiik, hogy a tér a gravitaldo gomb felé haladva "strtibb", tébb "m" fér
el benne, ezért nagyobbak a tévolsagok.)

Gravitacidés voroseltolodas Egy fényjelet inditunk az r; sugart héjmeg-
figyel6tdl sugar irdanyban kifelé egy ro > r; megfigyel6hoz. A fényjel frekven-
cidja (és energiaja) csokken ahogy felfelé halad a gravitacios térben, ezért az
ro-ben il megfigyels kisebb frekvencidja fényt detektal, mint az ri-ben 16v6
megfigyels. Mivel a voros fény frekvencidja a legkisebb a lathato fény tarto-
méanyaban ezért a jelenséget voroseltolodasnak nevezziik. Forditva: ha ro-bél
inditunk fényjelet lefelé, akkor a gravitald testhez kozelebb 1évé megfigyel
nagyobb frekvencidju fényt detektal. Ezt kékeltolédasnak nevezziik, mert
a lathato fény tartomanyaban a kék fénynek van a legnagyobb frekvenciaja.

A jelenséget a Schwarzschild-metrikanal tanult idédilatacioval érthetjiik
meg. A fényjel frekvenciaja legyen 14 az r; pontban.

1

Vv = —
T

(111)
ahol T a fény periodusideje. Ez az id6tartam az r; héjmegfigyel6 koordiné-
tarendszerében mért idGtartam. A tavoli megfigyels altal mért id6 T, ezzel
az alabbi kapcsolatban van:

2M
T, =T4/1—"— (112)
1

Az ry héjon 16vE megfigyeld ideje ezzel az alabbi kapcsolatban van:

2M
Ty =T /1 - "= (113)
T2

A fenti két egyenletet elosztva egymaéssal és felhasznélva, hogy v = 1/T
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12. dbra. A tér gorbiiletet a gravitalo test koriil. A tavoli megfigyels altal
mért dr tavolsaghoz képest a héj megfigyel6 do-t mér. Ezt gy adbrazoljuk,
hogy a kivastagitott gérbe hossza do aminek a sikra esé vetiilete dr. Tehat a
kivastagitott gérbe a sikbol "kilog" a harmadik dimenzié mentén. Az abran
léve korok a tavoli megfigyel6 altal meghatarozott adott sugara gémbhéjak
és az egyenlit6i sik metszésvonalai.

1—2M
_V__ (114)
141 1 — 2M



A képletbdl latszik, hogy ha ro > r; akkor vy < ;. Gyakori eset, hogy
nagyon messzirdl figyeliink meg egy nagy tomegt objektumrol kiindulé fény-
jelet. Ekkor a tévoli megfigyel6 altal mért frekvenciat mérjiik. Ezt az ered-
ményt megkaphatjuk, hogy ha ro — oo-t behelyettesitjiik a képletbe. Ami
marad:

2M
Voo = VA1 — — (115)
r

Ez az eset fordul elg, ha egy nagy tomegi csillag felszinérsl induld fényt
figyeljiik meg a Foldrol.

_— !
Fold

13. abra. A fényelhajlas oka gravitacios térben. A zuhané szoba inercia-
rendszer az ekvivalencia elv miatt, tehat benne a fény egyes vonalban terjed
benne.
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Fényelhajlas gravitacios térben A fénynek nincs tomege ezért a klasszi-
kus szemlélet szerint a graviticié nincs ra hatassal. Ezzel szemben az alta-
lanos relativitaselméletben nem gravitacios kolcsonhatas van, hanem a tér
és az id6 gorbiil meg a tomeg és az energia hatasara. A tér gorbiiltségének
koészonhetGen a fény egyenes ttja is gorbiilt lesz, tehat a fényre hatéssal van
a gravitacio. A jelenséget a[13] Abra magyarazza.

Vegylink egy inerciarendszert mely szabadon mozog gravitaciés térben.
Fentebb emlitettiik, hogy az ilyen inerciarendszerek mindig lokélisak, azaz
idedlis esetben pontszertiek. A valosagban a rendszer kiterjedt lehet, amig
mérésekkel kimutathatatlan a gravitaciés mezé hatésa. Ez a hatas abban
nyilvanul meg, hogy a kiterjedt rendszert kiilonb6z6 pontjaiban a gravitacio
kicsit més irdnyban hat, annak k&szonhetGen, hogy a két pont mashol he-
lyezkedik el, a Foldhoz képest. Amig a rendszer kicsi, addig ez a kiilonbség
is kicsi. A Foldhoz kozel tgy vehetjiik, hogy a rendszer egésze fiigg6legesen
lefelé gyorsul g gravitacios gyorsulassal. Ekkor az ekvivalencia elv alapjan
a rendszerben iil6 megfigyel6 nem tapasztalhat mast mint egy nyugalomban
1év6 rendszerben 1évé megfigyeld.

Ebben az inerciarendszerben a zuhané szoba egyik oldalara mer&legesen
egy lézerrel vilagitunk a padloval parhuzamosan. Mivel a rendszer inercia-
rendszer az eredmény nem kiilonbozhet attol amit 4ll6 rendszerben kapnéank,
azaz, hogy a lézer a szoba szemkozti falara vilagit és a fény egyenes vonalban
terjed a padloval parhuzamosan. (piros szaggatott vonal az abran) Ha ezt a
jelenséget a Foldhoz rogzitett koordindtarendszerbdl nézziik akkor azt latjuk,
hogy a fény nem egyenes utat jar be hiszen az A pontbdl indul6 fénysugér
a B és C pontokon keresztiilhaladva a D pontban fejezi be az utjat. Mivel
a szoba szabadon esik ezek a pontok nem esnek egy egyenesbe a Foldhoz
rogzitett koordinatarendszerben. ((13))

A Foldhoz rogzitett koordinatarendszerben a fény ferde utat jar be, mert
a zuhan6 rendszerben egyenes tton kell, hogy haladon az ekvivalenciaelv
miatt. Az A pontbdl indul és

L
At == (116)
c
id6 alatt, amig a szoba masik falahoz ér, a szoba
1 gL?
h=_—gAt? = Z— 117
29 2c2 (1)

tavolsagot esik, igy a fény is.
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A fenti érvelésnek van még egy érdekes kovetkezménye. A Foldhoz rog-
zitett koordinatarendszer nem inerciarendszer! Ez j6l lathato, hiszen a fény
sem terjed egyenes vonalban benne és a gravitacié hatasat is érezziik, ezért
van sulyunk. Ha inerciarendszer lenne akkor pontosan ugyanigy mozog-
na mint a zuhano6 szoba és nem éreznénk a gravitacié hatésat. Arr6l van
sz0, hogy a Foldet alkoto részecskék kozotti kolesonhatasok megakadélyoz-
zdk 6ket abban, hogy az inerciarendszerekre jellemz§ szabad mozgést végez-
zék. Azért nem zuhanunk a Fold kozéppontja felé, mert a talaj alattunk
ezt megakadalyozza, igy viszont nem vagyunk tobbé inerciarendszerben. Az
altalunk érzett "gravitacios er6" annak a kovetkezménye, hogy a F6ldon nem
inerciarendszerben vagyunk, és a Foldet alkoto részecskéknek folyton erdvel
kell hatni rank, hogy eltéritsenek az erémentes, szabad, inerciarendszereknek
megfelel6 mozgastol, ami a zuhanés lenne. Er6mentes kornyezetben, példaul
egy tiralloméason, ahol semmi sem akadalyozza ezt a mozgast, az tirhajésok
ténylegesen inerciarendszerben vannak, és nincs silyuk.

A fényelhajlas kovetkezménye, hogy a nagy témegi objektumok, csilla-
gok, galaxisok, eltéritik a fény utjat, igy a csillagok képe torzitva jelenik meg.
A nap miatt bekdvetkezs fényelhajlas a napkoronghoz kozeli csillagok eseté-
ben a legerGteljesebb igy napfogyatkozaskor figyelheté meg. A fényelhajlas
miatt a csillagok pozicidja latszolag eltolodik a Nap nélkiili esethez képest.

Nagyon nagy tomegt objektumok, példaul galaxisok, fekete lyukak, olyan
mértékben hajlitjdk meg a teret, hogy a fény szamara egy hatalmas lencséhez
hasonléan viselkednek, és a mogottiik 1évé objektumok képe torzitva érkezik
el hozzank. Ezt hivjak gravitacids lencsézésnek.

3.3. Gravitacios hullaAmok

Az Finstein-egyenletek egy specialis megoldasa, egy a térben és idében peri-
odikusan tovabb terjedd periodikus valtozéast ir le, ezt nevezziik gravitacios
hullamnak. A gravitacios hullam abban hasonlit a hétkoznapi életben elfor-
dulé hullamokra (hang, fény, viz), hogy altala egy periodikus véaltozas térben
tovabbterjed. Ami periodikusan véltozik az a téridé szerkezete, a metrika.
A sik és a Schwarzschild téridG esetében a metrika idében allando6 volt, ezért
gy gondolhattunk ra, mint egy adott hattérre amin az események tortén-
nek. Ez a gravitacios hullamok esetében mar nem igaz, itt a metrika idGben
is valtozik, aminek az a kovetkezménye, hogy a tér gorbiiltségének mértéke
id6ben nem allandoé.
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3.3.1. Metrika gravitaciés hullaimokra

A gravitacios hullamok tehdt megvaltoztatjak a térids gorbiiletét. Ezt gy ir-
hatjuk le, hogy a sik térid6 metrikdja modosul a hullamok hatésara. Fentebb
lattuk, hogy a metrikit a g;;di dj tagok hatarozzak meg, ahol i = ¢, z,y, 2 és
Jj=1t,2,y,2. Sik térid6 esetén gy = 1 gz = —1 gyy = —1 g.. = —1, ezért

As? = Adt? — (da® + dy® + d2°) (118)
Ez a metrika moédosul egy kicsi, de id6fiiggs értékkel, amit igy irhatunk fel:
Gij = Mij + hij, (119)

ahol 7;; a sik térid6 metrikdjat jelenti. A h;; fliggvények pontos alakjat
az Einstein-egyenletek adjak. Ezek meghatarozasa utdn a metrika alakja
gravitacios hullamokra SI egységekben:

ds* = Adt* — dz?
— [1+ hy cos(w(t — z/c))]da?
—[1 — hy cos(w(t — z/c))]dy?
— 2hy cos(w(t — z/c))dzdy

(120)

A fenti formulaban szerepld t,z,y, z koordinatdk egy '"szabad koor-
dinatarendszerben" vannak, melynek z-tengelye egybe esik a gravitacios
hullam haladéasi irdnyaval. Ezt a szabad rendszert tgy képzelhetjiik el, mint
salytalansagban lebegé kavicsokhoz rogzitett a koordinata tengelyeket. A
rendszer szabad, mert minden kavics szabadon esik és semmi nem akada-
lyozza ket a mozgasukban. Mikor a gravitacié hulldm megérkezik, akkor
szabadon elmozdithatja ezeket a kavicsokat mivel azonban a koordinataten-
gelyek ezekhez vannak rogzitve ezt a szabad rendszerben 1év6 megfigyel6 nem
detektalja. A gravitacids hullam hatasa mésban nyilvanul meg melyre majd
kés6bb visszatériink.

A metrika tulajdonsagai

® gy és ¢g.. nem valtozott a sik térid6hoz képest. A gravitacios hullam
hatasa a terjedési irdnyara merdleges, az © — y sikban érvényesiil.

e a Gravitacios hullam fénysebességgel terjed. cos(w(t — z/c)) egy z
irdnyban c sebességgel mozgd hullamot ir le.
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® g.. és gy, megvaltozott a sik térid6hoz képest. Konkrétan:

Rz = hy cos(w(t — z/c))

hyy = —h cos(w(t — z/c)) (121)

Ez a valtozas id6ben periodikus, w = 2% alapjan szamolhato perio-
dusidgvel. A valtozas a z-tengely mentén mérve is periodikus (ezért
hullam) és ¢ sebességgel halad a z irdnyban. Az z és az y tengely
mentén torténd periodikus valtozasok egymaéssal ellentétes irdnyuaak:

mikor hy n6 az y irAnyban csokken az z irdnyban.

e Egy teljesen 1j tag g¢,, is megjelent a sik térid6hoz képest, ami szintén
periodikus valtozast ir le az x —y sikon, de nem ugyanazzal az amplita-
doval mint a csak x ill. csak x irdnyban hato tagok. Ez a tag egy olyan
oszcillaciot ir le amiben az x és y irdanyu kitérés egymaéssal azonos.

e Polarizacié A gravitacios hullam tehat transzverzalis (hatésa a terje-
dési iranyara merdleges sikban érvényesiil) és két polarizacioja van hy
és hy, azaz a terjedési irdnyara meréleges sikban két féle médon tud
rezegni.

A gravitacios hullamok hatasa Mar bevezettiik a sajatidé fogalmat ami
a mozgo (lokalis) megfigyel6hoz rogzitett 6ran mért id6. A sajattavolsag a
mozgé (lokalis) megfigyel6hoz rogzitett méterrnddal meghatarozott téavolsag.
Vegyiik a koordinatarendszerek standard elrendezését. Az L’ (mozgo6) rend-
szerben elhelyezett méterrid két végét jelents események, E és V. Szamoljuk
ki az ezekre vonatkoz6 intervallumot:

Asty, = AAL? — Az? =0 — Az?  L'-ben
Asyy, = A — Ar? L-ben
Ac® = —Asyy, = Az? = Az® — AP

Ao = Ax' = VAz2 — 2At?

Tehat mivel a méterrud két végét jelenté esemény mar nem egyideji a
barmely mas vonatkoztatasi rendszerben csak az egyiitt mozgoéban, ezért a
sajattavolsag kiszamitasban nem csak a hossz hanem az eltelt id§ is szerepel,
ennek oka az egyidejiiség relativitdsa. A sajattavolsag az intervallum egy
specialis esete azért ugyanugy Lorentz invaridns, minden inerciarendszerben
ugyanannyi.

(122)
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Hogy megtudjuk a gravitacios hullaimok hatésat szamoljuk ki a sajatta-
volsadgot az x-tengely mentén elhelyezett két pontra. Ehhez a kovetkezs két
esemény kiilonbségét kell venni:

t t
_|TA p __|TB

A= 0 és B = 0 (123)
0 0

Ebbdl 1athatod, hogy dt = 0 és de = xp — x4 valamint dy = 0, dz = 0.
Ezeket behelyettesitve a [120| metrikiba az eredmény:

do = (xp — x4)\/1 + hy cos(wt) (124)

A gravitacidés hullim hatasa tehat az, hogy a haladéasi irdnyra
merdéleges sikban a pontok k6zotti sajattavolsag idSben valtozik.
Mivel a hullamnak két polarizacidja van ez a sajattavolsag valtozas is kétféle
modon megy végbe.

e h, polarizacié A sajattavolsidg az x-tengely mentén csokken akkor az
y-tengely mentén né és forditva. Ez két egymassal ellentétes iranyu
rezgés az X és y tengelyen

e h, polraizacié A sajattavolsig az x = y egyenes mentén nd, akkor az
xr = —y egyenes mentén csokken. Ez abban kiilonbézik a h polariza-
ciotol, hogy a tengelyek 90 fokkal el vannak forgatva.

Ez nem jelenti azt, hogy a pontok koordinatéai valtoznak, ezért felmeriil
a kérdés, hogy hogyan lehet megmérni ezt az effektust. Ha a szabad koor-
dinatarendszert alkoto kavicsokra tiikroket szereliink és fényjelet bocsajtunk
egyikr6l a masikra, akkor a fényjel utazasi ideje a két tiikor kozott a sajat-
tavolsagtol fiigg. A fényjel a do sajattavolsédgot

_do

dr = (125)

c
sajatids alatt teszi meg. Mivel a sajatidé a sajattéavolsag és a fénysebesség
is inerciarendszertdl fiiggetlen allandé igy a fenti eredmény is az. (Esetleg
méar rendszerben masképp kell kiszamolni, de az eredmény ugyanaz.) Mivel
a a sajattavolsag idében valtozik a fény atfutasi idejéhez tartozd
sajatidd is valtozik, ez az az effektus amit ki lehet mérni.
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3.3.2. A gravitaciés hullamok detektalasa

A gravitacios hullamok detektalasa azon alapul, hogy a fentebb levezetett
sajattavolsag idében valtozik. A Foldon elhelyezett detektorok azonban nem
a szabad inerciarendszerben vannak amiben felirtuk a metrikat, és ezért a
sajattavolsag-valtozas masképp jelentkezik. A legf6bb kiilonbség, hogy egy
detektorban az alkatrészek nem mozognak szabadon és nem inerciarendszer-
ben vagyunk. A detektor alkatrészei a gravitaciés hullAm hatéasat
Newtoni eréként érzékelik. Ez az er6 gy mozgatna az alkatrészeket,
ahogy a sajattavolsag valtozik. Hogy szemléletesebb legyen a gravitacios
hullam hatasa a detektorra, vegyiik fel a koordinatarendszert tgy, hogy a z-
tengely a gravitacios hulldm haladasi iranyaval megegyezzen. Helyezziink el
egy rugalmas gytrit a haladéasi irAnyra merd&leges sikban és vizsgéiljuk meg,
hogyan valtozik meg az alakja a gravitacios hullam hatésara. Az eredményt
a aAbra mutatja. A hullam a gytrd periodikus Osszehuzodasat és nyula-
sat okozza tengely és harant iranyban egymassal ellentétes fazisban. A két
polarizacio esetében a tengelyek irdanya kiilonbozik, azok egymashoz képest
90 fokkal elforgatottak.

A gravitacios hullam detektor egy kétkart interferométer. A miikodé-
sének lényege a kovetkezs: egymaéssal 90 fokos szoget bezar6 iranyban két
fénysugarat inditanak el (A és B), melyek L 1t megtétele utan egy tiikor-
be iitkoznek, és visszaverédnek a forrashoz. Az L hossz ugy van beallitva,
hogy a fény A hullamhossza adott szdmszor fér ra: L = nA. Mivel A és B
fénysugar is ugyanakkora utat tesz meg ugyanolyan fazisban érik el a forrast
egy oda-vissza it megtétele utan, ezért er6sitik egymaést. Ha egy gravitacios
hullam halad at a detektoron akkor az egyik fényutat L — 0L modon roviditi a
masikat L 4+ 6L modon hosszabbitja. Ekkor mar nem igaz, hogy fénysugarak
az oda vissza Ut urdn erdsitik egymast a forrasnal, a kiilonh6z6 hosszisagu
utak miatt a torzulds mértékétsl fliggden erdsitik vagy gyengitik egymaést.
Az erésités és gyengités idében periodikusan véltozik, ahogy az utak hossza
is periodikusan valtozik a gravitacios hullamok hatasara, igy ezzel detektél-
hatéak a hullaim tulajdonsagai: frekvenciaja, amplitidéjanak valtozasa. A
120 metrikaban szerepld amplitudé (h) kapcesolata a fényutak valtozasaval a
detektorban a kovetkezd:

h_ AL (126)
2 L
amit strain-nek is neveznek. A gravitacios hullamok detektilas nagyon
nagy kihivas, ugyanis tipikusan mire a gravitacios hullam eléri a detektort
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h < 1072, Ez olyan kicsi elmozdulés, hogy a detektor kornyezetébdl szar-
mazo rezgések kozott elveszhet a jel. A tiikrok specialis felfiiggesztésével és a
fényutak hosszanak ndvelésével javithatd a detektalas valoszintisége, de még
ebben az esetben is csak azokat a gravitacios hullamokat van esély detek-
talni amik frekvencidja tavol esik a tipikus hattérzajok frekvencidjatol. Az
els6 gravitiacios hullamok detektalasaért felelgs detektorok a LIGO és VIR-
GO melyek karhossza 4 km ill. 3 km. A LIGO detektor starin érzékenysége
a frekvencia fiiggvényében a [15| abran lathato.

A gravitaciés hullAmok tulajdonsagai A gravitéciés hullamok termé-
szete ugy képzelhetd el a legkonnyebben, ha a jobban ismert elektromagneses
hulldamokhoz hasonlitjuk 6ket. Hatalmas kiilonbség, hogy mig az elektromos
kélcsonhatasban kétféle toltés 1étezik a gravitacios kdlesonhatés csak vonzo
jellegii, és csak egy tOltés van a tomeg. Az elektromagneses sugarzas legna-
gyobb komponense a dipdlsugarzas. A dipolmomentum tere két egymashoz
kozel elhelyezett ellentétes toltés altal kialakitott tér. A dipolus nagysaga:

d=eAx (127)
Ha a dipolus valtozik, mondjuk a toltések gyorsan helyet cserélnek, mint egy
antennaban, akkor sugarzast bocsajt ki aminek intenzitasa:
d2
I x —d 128
> (128)

A gravitacios sugarzasnak nincs dipélkomponense. Ha a dip6l gravitacios
analogjat szamoljuk ki, akkor mivel csak egy toltés van:

d =mAzx
d d
d? d
—d=—p=0
a” ~ at’

Ahol felhasznaltuk, hogy zart rendszerben az impulzus megmarad tehat id6-
ben allandé. Igy a gravitacios sugarzas elsé rendben (tehat legnagyobb ja-
rulékot ado tagban) kvadrupélmomentum jellegii. A fenti érvelés agy is
felfoghato, hogy mivel csak egy gravitacids toltés van a gravitacios dipolmo-
mentum mindig egybeesik a rendszer tomegkozéppontjaval. A tomegkozép-
pont zart rendszerben idGben alland6 az impulzus megmaradasa miatt. Egy
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(a) A gravitaciéos hullam hatasa a haladasi ira-
nyara merélegesen elhelyezett rugalmas gytrdre.
A kétféele polarizacié hatédsa mas és mas iranyba
torzitja a gytrit.
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(b) A gravitacios hullamok hatésa a detektorra. A detektor karjain lézer-
fény fut tiikkrok kozott.

14. 4bra

zart rendszerben ami tomegpontokat tartalmaz csak az aszimmet-
rikus gyorsulasok okoznak gravitaciés hullamokat Ennek legfontosabb
kévetkezménye, hogy a metrika gémbszimmetrikus valtozédsa nem eredményez
gravitacios hullamot. Példaul ha egy csillag tokéletes gombalakban Gsszehu-
z6dik, vagy kitagul nem keletkezik gravitacios hullam. A hétkoznapi életben
elfordul6 tomegek és gyorsulasok olyan kicsik, hogy az altaluk keltett gra-
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15. abra. A LIGO detektor frekvencia érzékenysége. 10 Hz kornyékén a szeiz-
mikus zajok lehetetlenné teszik a hullamok detektélasat. 50 Hz nél nagyobb
frekvencidkra a berendezés sajat zaja a legerGsebb megkotés.

vitacios hullamok nem detektalhatdak, csak az asztrofizikai eredetii forrasok
elég nagy tomegtiek és mozognak elég nagy sebességgel ahhoz, hogy gravité-
cios hullamot hozhassanak létre.

Gravitacidés hullamok forrasai A szuperndva robbanasok nagy energiaji
asztrofizikai folyamatok mely soran egy csillag befejezi életét. Ez a csillag
anyaganak kilokGdésével jar, de a robbanéas til aszimmetrikus ahhoz, hogy
nagy energiaju gravitacios hullaimok keletkezzenek.

A gravitacios hullaimok legfontosabb forrasai a bespiralozd kett&sok.
Ezek kettds csillagrendszerek ahol az egyik vagy mindkét csillag élete vége
felé jar. A nagy tomegii csillagok szupernovarobbanas keretében fejezik be
életiiket mi utdn egy nagy tomegi és siirtiségi, de a csillaghoz képest kis
méretd objektum marad vissza. Ezek gytjténeve: kompakt asztrofizikai ob-
jektumok. Kozos jellemzGjiik, hogy mar nem zajlanak benniik energiatermel
folyamatok, azaz nincs benniik fiizié mint a csillagokban. Altalaban erésen
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sugaroznak rontgen vagy infra tartoményban ezért vizsgalhatok. Kompakt
asztrofizikai objektumok a neutroncsillagok, pulzarok, fehér térpék fekete
lyukak. Ezek koriil a téridé erésen gorbiilt, a parjukkal egymés koriil kering-
ve olyan aszimmetrikus gravitacios gyorsulasnak vannak kitéve ami lehetévé
teszi nagy energiaja gravitacios hullamok kisugarzasat. A bespiralozas folya-
mata az [16] Abran lathato. A bespiralozas harom {6 részbdl all:

1. Bespiralozas A két kompakt objektum egymas koriil kering és tévol-
saguk fokozatosan csokken, mivel a gravitaciés hullamok forméjaban
energiat sugaroznak ki. Ez a szakasz nagyon sokaig is eltarthat (szaz-
ezer évekig akar), de minél kozelebb keriilnek egyméshoz annal nagyobb
jelet sugéroznak ki. A kibocsajtott jel lassan novekvd frekvenciaji pe-
riodikus hullam.

2. Osszeolvadas A két kompakt objektum nagy sebességgel 6sszelitkozik.
Mivel az iitkozés egyaltalan nem szimmetrikus, ezért a folyamat sorédn
kibocsajtodik gravitacios hullam, azonban ennek az alakja nagyon kii-
16nbo6zik a bespiralozas soran kibocsajtott hullamétol.

3. lecsengés A két objektum iitkozése utédn létrejott égitest még nem
stabil, és bels6 atrendez6dése sordn csokkens amplitadoju gravitacios
hullamot bocsajt ki. Ahogy eléri a legszimmetrikusabb, legstabilabb
allapotat leall a gravitacios hullamok kisugéarzasa.

Az ezidaig felfedezett gravitdcios hullamok forrasainak tulajdonsagai a
tablazatban lathatéak. A hullimok mind bespirdlozé kett6sokbdél szar-
maznak, a tablazatban lathatok a kettGst alkotd objektumok tulajdonsagai
(BH = fekete lyuk, NS = neutron csillag). A hullimok neve a detektalas
id6pontjat rogzitik, tehat GW150914-et 2015. 09. 14-én detektaltik. Az
objektumok tomege olyan nagyon, hogy naptomegben kell megadni. Mivel
a naprendszer tomegének 99,9 %-a ezért ez naprendszer tomeget is jelent.
A kett6s rendszerek tavolsaga Mpc-ben van megadva. 1pc ~ 3,26 fényév,
ezért 1 Mpc ~ 3,26 millid fényév. Osszehasonlitasképpen: A tejit Atmérdje
~ 0,1 — 0,18 mullio fényév =~ 0.031 — 0.055 Mpc. Egyik gravitacios hullam
sem a galaxisunkrol beliilr6l jott. A legkozelebbi galaxis az Androméda,
2,5 millio fenyév ~ 0,7 Mpc tavolsagra van, ez segit kontrasztba helyezni a
tavolsagokat. A galaxison beliilr§l kozvetett bizonyitékok vannak a gravita-
cios hullamokra. A Taylor-Hulse pulzart 1974-ben fedezték fel, és két egymas
koriil keringd neutron csillag alkotja. A Sas csillagképben helyezkedik el t6-
lilnk 21000 fényévre. A neutroncsillagokbol érkezé jeleket vizsgalva sikeriilt
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16. abra. A bespirdlozas fazisai. A példa az els6ként detektalt gravitacios
hullamra vonatkozik (GW150914) A folymatban két feke lyuk titkozott Ossze
és allt Gssze egy nagyobb tomegi fekete lyukki. Az iitkozés elGtt a testek
sebessége elérte a fénysebesség felét. A hullamforma mellett lathato, hogy
mekkora az a relativ hosszvaltozas amit a hullam okoz a detektorban.

a rendszer adatait meghatarozni, amibdl kideriilt, hogy a neutroncsillagok
palyajanak sugara fokozatosan csOkken. A csokkenés oka, az, hogy a ki-
bocsajtott gravitacios hullamok energiat visznek el a rendszerbdl. A meért
adatok és a gravitacios hullamokon alapul6 szdmolas Osszehasonlitasa a
abran lathat6. A mérések tokéletesen egybeesnek a relativitaselmélet josla-
taival, ezért a kovetkeztetés az, hogy a kettGs rendszer a bespiralozas kezdeti
szakaszaban van. A rendszerbdl kiindul6 gravitacios hullamok még tal kicsik
ahhoz, hogy detektalni lehessen &ket kozvetlen modon.
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1. tablazat. 2018-ig detektalt gravitacios hullamok forrasai

1 objektum 2 objektum
név tomeg [My,,] tipusa tomeg [My,,| tipusa tavolsag [Mpc|
GW150914 36,575 BH 2077 BH 4107759
GW151226 14,2157 BH 7,50%% BH 4407155
GW170104 31,27 BH 19,472 BH 880420
CGW170814 30,5757 BH 25,3715 BH 5401539
GW170817 1,36-1,6 NS 1,17-1,36 NS 405,

3.4. Ajanlott irodalom
e Hrasko Péter. Relativitdselmélet. typotex, 2017

e Edwin F. Taylor and John Archibald Wheeler. Fzploring Black Holes:
Introduction to General Relativity. http://www.eftaylor.com/exploringblackholes/

e Michele Maggiore. Gravitational Waves Volume 1 Theory and Ezperi-
ments. Oxfor University Press, 2017

83



4. Kvantummechanika alapjai

4.1. Kvantalt energiaszintek, anyaghullamok
Diszkrét energiaszintekre utal6 kisérletek

Fekete test sugarzasa A huszadik szazad elején a fizikai kutatasok koz-
ponti téméja volt az abszolut fekete test h6mérsékleti sugarzasanak leirasa. A
termodinamikabol tudtak, hogy minden test h6mérsékleti egyensilyra torek-
szik a kornyezetével. A melegebb test hiil, mig a kdrnyezete kicsit melegszik
a leadott h6tsl. A hécsere akkor all le amikor a test és a kornyezetének a
hémeérséklete megegyezik. A hémérsékleti sugarzas vizsgalatanal arra voltak
kivancsiak, hogy milyen modon &ll be a fentebb leirt egyensuly ha test a kor-
nyezetével csak hésugarzas utjan cserélhet energiat (tehat a hévezetés és a
héaramlas nem all rendelkezésre). A hémérsékleti sugarzés az elektromagne-
ses hullamok egy fajtaja, ami lathatd spektrumon kiviilre esik, de lathatova
tehetd példaul h6kamerak segitségével. Homeérsékleti sugarzast bocsat ki pél-
daul egy felmelegitett kalyha. Ha a kozelébe megyiink érezhetjiik is, hogy
testiink melegszik, és a kalyha h6t ad 4t. Ennek a sugarzasnak a természe-
tet vizsgaltak a fizikusok kisérleti koriilmények kozott. Kélyha helyett egy
allandé hémérsékleten tartott iireget vettek amibe egy kis lyukat fartak. A
lyukbél kijovs sugarzas egy tokéletesen fekete test sugarzasanak felel meg. A
"tokéletesen fekete'" azt jelenti ebben a terminolégidban, hogy a test minden
raesG sugarzast elnyel. Mivel az iireg zart és beliilrdl fltik, jo kozelitéssel
teljesiil, hogy minden sugarzast elnyel.

Az abszolit fekete testre vonatkozd kisérleti eredmények matematikai le-
irdsa a klasszikus elektrodinamika torvényeivel nem volt lehetséges. Max
Planck-nak sikeriilt olyan matematikai modellt taldlnia ami sikeresen ma-
gyardzta az eredményeket, azonban ehhez 14j fizikai feltevésre volt sziikség.
Planck érvelés a kovetkezd volt:

e Aziireg belsejében elektromagnese hullamok szallitjak az energiat, ezért
az lireg fala és a benne 1év§ elektromagneses sugarzas kozott alakul ki
hémérsékleti egyensuly. Az iiregben csak olyan hullamok johetnek létre
amik a falakon nulla értéket vesznek fel (hiszen nem hatolnak at rajta),
ami fizikailag azt jelenti, hogy ha az iireg falainak tavolsaga L, akkor
az el6forduld hullamhosszakra igaz kell, hogy legyen L = n\, ahol n
egész szam és A\ a hullimhossz.
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e Klasszikusan az energiadtadas az elektromégneses tér és a fal kozott
gy megy végbe, hogy a sugarzés egységnyi feliiletre egységnyi id6
alatt adott mennyiségl energiat szallit amit az elnyel. Planck azt tet-
te fel, hogy az energiadtadas a hullAmhossztél fiiggé nagysagi
energiaadagokban torténik és ennél kisebb mennyiségti ener-
gia nem adédhat at a falnak, csak ennek az energiaadagnak
az egész szAmu tobbszorose.  Fontos, hogy ez az energiaegység
kiilonb6z6 hullamhosszt hullamokra mas, és atadasahoz nincs sziikség
id6re. Tehéat az elektromagneses sugarzas hatasa a klasszikus esetben
egy slagbol folytonosan kifoly6 vizhez hasonlé (barmilyen kis mennyi-
ség kiengedhets), mig a Planck-féle leirasbank inkabb egy puskabol ki-
16tt golyokhoz (ugyanazt az energiat tobb kis csomagban adja at). Az
energiacsomag olyan kicsi, hogy a hétkoznapi életben folytonosnak tii-
nik az energiadram. Egy atom szemszogébdl tgy tiinik, hogy egyszerre
egy csomagban megérkezik az energia, majd utdna egy ideig nem jon
semmi (hiszen a sugarzas teljesitménye allando, tehat adott id6 alatt
ugyanaz ugyanannyi energia aramlik at, csak masképp beosztva.)

Planck formul4ja az adott hullaimhosszi elektromagneses hullamokhoz
tartozo legkisebb energiaadagra:

(130)

ahol h = 6,626-1073* J-s a Planck-allando, és v = 1 az elektromagneses
sugarzas frekvencidja

Fotoeffektus Planck fizikai feltevésének vizsgalata és az energiakvantum
létezésnek bizonyitasa szempontjabol fontos 1épés volt a fotoeffektus megér-
tése. A fotoeffektus jelensége abban all, hogy a fémekben, kétott allapotban
1évé elektronok szabadda valnak, ha megfelel6 mennyiségi energiat kap a fém
feliiletére esG fényt6l. Megfelel§ kisérleti berendezésben a kiilonb6z6 frekven-
ciaju fény hatésara a fémbdl kiléps elektronok energidja és szama mérhet6.
A mérések soran a kovetkezket tapasztaltak:

o Az elektronoknak térténé energiaatadas azonnal végbemegy a Planck
altal leirt energiaadagokban. Klasszikusan tébb percet kellene varni,
mire a fény atad annyi energiat egy elektronnak ami a kiszabaditasahoz
sziikséges, a mérések szerint azonban ez azonnal végbemegy. Ennek
f6 oka az, hogy klasszikusan a fény energidja adott feliileten oszlik el
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és adott 1idg alatt adodik at. Mivel az elektron feliilete klasszikusan
nagyon kicsi, sokat kell varnia mig elég energiat gyfjt.

e A kiszabadult elektron energidja csak a megvilagité fény szinétél és a
féemtdl fiigg, de nem fiigg a fény intenzitasatol.

e A kiszabadult elektronok szama egyediil a fény intenzitasatol fiigg.

A tanulsag az, hogy az elektron-fény kolcsonhatéas idében és térben is
pontszert, azaz az energiaadag atadasa pillanatszertien torténik és nem fiigg
az elektromagneses tér fluxusatol, azaz, hogy milyen gyakran érkeznek ener-
giacsomagok. Fgy energiacsomag egy elektronnal hat kolcson és nem torténik
olyan hogy két energiacsomag egy elektronnal hat koélcson.

A fenti tulajdonsagok miatt el lehet képzelni az elektromégneses kolcson-
hatast tgy, mint sok kis energiacsomag cseréje, melyeket fotonoknak neve-
ziink és ezek hatnak kolcson az elektronokkal. Tartézkodnunk kell azonban
attol, hogy a fény terjedését kicsi fotoncsomagok adramlasaként képzeljiik el.
A fény tovabbra is elektromégneses hullamként terjed, annak minden tulaj-
donsagaval. A fotonkép a fény és az anyag kolcsonhatasanak jellemzésére
szolgal, ami pontszerd esemény. A fotoeffektus fizikai iizenete az, hogy az
elektromos mezGk és részecskék kozotti kdlecsonhatas nem gy megy végbe,
mint ahogy klasszikus fizikdban az er6terek és kis méret( toltéssel rendelkezd
golyok kozott. Az energia (és impulzus) atadasa az elektromagneses hullam
frekvencidjatol fiiggé méretd adagokban toérténik, amiket fotonoknak neve-
ziink. Az alapvetd kolesonhatés egy foton és egy elektron kozott megy végbe
hasonloan két goly¢6 iitkozéséhez.

A fenti eredményeket felhasznalva a fotoeffektus kisérleti eredményei meg-
magyarazhatoak. Egy foton energidja £ = hv. Ez a foton egy elektronnal
hat kolcson, és a mérések szerint teljesen elnyel6dik. Energidja igy részben
arra forditodik, hogy az elektront kotott allapotbol kiszabaditsa részben pe-
dig arra, hogy felgyorsitsa:

E=W+K

1 131
hv =W + §mv2 (131)
ahol W az adott fémben az elektron kotési energidja (kilépési munkanak is
hivjak) és minden fémre mas és méas, K pedig a kiléps elektron mozgasi
energiaja.
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e Adott szind fényre v = [l., ezért a kilépd elektronok mozgési energi-
aja K = hv — W, ami a méréseknek megfelelGen tényleg csak a fény
frekvencidjatol és a fémre jellemz§ kotési energitatol fiigg.

e Ha a fény intenzitasa nagyobb akkor adott id& alatt tobb energiat hor-
. . . , . . AEfny _ NEfoton

doz azaz nagyobb a teljesitménye a fémen: Pp,, = =3 = —%*,
ahol N a t id6 alatt érkezd fotonok szama. N foton N elektronnal
lép kolesonhatasba és N szabad elektront eredményez a fentiek szerint.
Igy er6sebb fény tébb elektront eredményez, de mindegyik energidja

ugyanannyi lesz.

L3 képletbdl az is latszik, hogy ha W tul nagy v-hoz képest akkor
a folyamat nem tud végbemenni, mert a foton nem tudja fedezni az
elektron kiszabaditasahoz sziikséges minimalis energiat. Adott W-hez
tartozo minimalis hullamhossz: v = W/h. Kiilonboz6 frekvenciaju
fénnyel megvilagitva a fényt valoban csak a fenti feltételnek eleget teve
esetben jelentkezik az effektus. Ez az egyik legf6bb bizonyiték arra,
hogy egy foton egy elektronnal hat kolcson: az elektron nem tud bevarni
egy masodik fotont, hogy legyen elég energidja a kiszabadulashoz.

Felhasznalva a [131] egyenletet felirhatjuk az elektron mozgasi energidjat
mint a megvilagito fény frekvencidjanak fliggvényét.

K=h—W (132)

Ez egy linearis fliiggvény ami az y tengelyt —WW-ben metszi, és meredeksége

h 08

Elnyelési és kibocsajtasi spektrumok Kiilonboz§ anyagok &altal kibo-
csajtott fény spektroszkopiai elemzése szintén a fontonkép helyességére utal.
Egy izz6szalbol kiindulo fény sok kiilonb6z6 frekvenciaji fényhullambol all
Ossze. A prizma ezeket a szivarvany szinei szerint felbontja egy folytonos
spektrumma. Ha a prizma el6tt ez a fény egy olyan anyagon halad 4t ami-
ben valamelyik adott frekvencidju komponense kélcsénhatasba tud 1épni egy
elektronnal, akkor elnyelédik és hidnyozni fog a spektrumbol. Ehhez az kell,
hogy egy foton energidja egyenld legyen az elektron szamaéara elérhets két
energiaszint kiilonbségével:

hv = B, — Ey (133)
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18. abra. A Zn-re vonatkozé fotoeffektus. Az y-tengelyen a fény hatésara
szabadda valo elektronok energiaja lathato eV egységekben

Lathato, hogy ez a jelenség csak akkor magyardzhato, ha egy elektron
egy fotonnal hat kdlcson és az energia atadasa hv adagokban torténik. Ezzel
parhuzamosan az is lathato, hogy a fény hullamként viselkedik a a prizma
eltériti az optikdban tanultaknak megfelelGen.

Az részecskék hullamszerti viselkedése

Két rés kisérlet Az el6z6 részben lathattuk, hogy a fény anyaggal torténd
kolesonhatasa sordn részecskeszert viselkedést mutat mintha fényrészecskék-
bél, fotonokbol allna. Az elektronok kétrés kisérlete ramutatott arra, hogy a
részecskéknek is vannak hullamszeri tulajdonsagai. A kétrés kisérletet els-
szor fotonokkal végezték el 1909-ben majd 1961-ben elektronokkal is sikeriilt
megvalositani.

A kisérletben két egyméashoz kozel elhelyezett résen elektronsugarat bo-
csajtanak keresztiil. Klasszikusan azt varjuk, hogy a rések mogott elhelyezett
erny6n két pont képét lathatjuk, azonban ehelyett egy interferencia képet ka-
punk Az interferenciakép hullamok esetén nem szokatlan jelenség: a két
lyuk a beérkez& hullamot felbontja két gombhullamra, és ezek interferenciaja
alakitja ki az erny6n lathato képet. (A két lyukbol az erny6 egy adott pont-
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jahoz huzott egyenesek kiilonbodzd hossziasaguak. Ahol a hosszkiilonbségiik
ro —r1 = nA ott a hullamok erdsitik egymast, mert azonos fazisban érnek
oda.) A megleps eredmény az, hogy a részecskének elképzelt elektronok is in-
terferenciat mutatnak. Még meglep&bb eredményeket kapunk, ha a kisérletet
nagyon kis intenzitési elektronnyalabbal végezziik. Ha annyira lecstkken az
intenzitas, hogy egyszerre csak egy elektron van jelen a berendezésben, akkor
is kialakul az interferencia kép. Ilyenkor az erny6n az elektronok egyenként
villannak fel véletlenszertien, de csak azokon a pontokban ahol az interferen-
cia megengedi a jelenlétiiket 20} Ez egyértelmten bizonyitja, hogy az elektro-
nok interferenciaja nem egymassal valo kolecsonhatasuknak készonhets, egy

elektron is képes interferenciéra.
w@en

double-
slit

electron

electron
beam gun P
interference
pattern

19. dbra. Kétrés kisérlet vazlata

De-Broglie hulliamhossz A két rés kisérlet eredményeit De-Broglie az
altala bevezetett anyaghullamokkal magyarazta. Minden részecskéhez az im-
pulzusa alapjan egy

A p (134)
hullAmhossza sikhullamot rendelt, és ennek a sikhullAmnak az interferencia-
képe hatarozza meg, hogy az elektron mint részecske hova keriilhet az ernyén.
Ahol az interferenciakép intenzitasa magas ott nagy valdszintiséggel detekta-
lunk elektront, ahol pedig nulla ott egyaltalan nem. A hétkdznapi életben
eléfordulo testekre a De-Broglie hullAmhossz nagyon kicsi, sokkal kisebb mint
a test mérete, ezért nem tapasztaljuk a hullamszeri viselkedést. Az elemi ré-
szecskékre ez mar nem igaz, példaul egy 10 eV -os elektronra A ~ 1071 m ami
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20. abra. Az interferencia kialakulasa kis intenzitasti nyaldb esetén

az atomok méretével egyezik meg. Mivel ilyen kis rést kisérletileg elGallitani
nehéz, az elektronokra vonatkozé kétrés kisérlet sokdig varatott magara.

Hullam-részecske kettdsség Az anyaghullamok és a fotonok bevezetését
azt tette lehet6vé, hogy a részecskék bizonyos koriilmények k6zott hullamként
az elektromagneses hullamok pedig bizonyos koriilmények kozott részecske-
ként viselkednek (fotonok). Ez valojaban azt fejezi, hogy sem a hullam, sem
a klasszikus részecske kép nem megfelel§ a részecskék fizikajanak leirasara.
Az elektron nem hulldm, és nem is részecske egy Osszetettebb jelenség. Ha
konkrét képet akarunk kapni, akkor el kell vetniink a hagyomanyos részecske
képet, és a Newton torvényeket, mert az elemi részecskékre mas mozgas-
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torvények vonatkoznak. Konkrét matematikai leirdst a kvantumtérelmélet
szolgaltat, ami képes elszamolni a hullamszeri és részecskeszeri tulajdonsé-
gokkal.

Ezen a szinten gondolhatunk tgy a részecskékre mint egy mindent kitdl-
t6 anyagmezére. A De-Brogile hullaimhossz altal megadott hullim a "moz-
gasegyenlet" ami meghatarozza hol léphet kolcsonhatasba a részecske més
részecskékkel. Ahol a hullam intenzitasa nagy ott nagy valoszintiséggel hat
koleson az elektron, ott az elektron, mint klasszikus részecske megtalalasi
valosziniisége nagy. Az anyagmez6 kolcsonhatasai mindig térben és idében
lokélisak és a mezd egy kvantumja (F = hv) vesz részt ezekben a kdlesonha-
tasokban.

Compton széras Lattuk, hogy az elektron a két rés kisérletben hullam-
ként viselkedik, a foton pedig részecskeszert tulajdonsagokat mutat. Comp-
ton 1922-ben elvégzett kisérlete egyértelmien igazolta a fenti feltevéseket.
A kisérletben rontgen sugarakat bocsajtott szén minta atomjaira, melyek
eltéritették a fény atjat, és csdkkentették energidjat. A fényt tgy lépett kol-
csonhatasba az elektronokkal mintha fotonok kis golyocskaként iitkoznének a
minta elektronjaival. A Compton-szoras volt az egyik legmeggy6z6bb kisér-
leti bizonyiték arra, hogy a részecskék hullamszeri viselkedést, a hullamok
pedig részecskeszert viselkedést mutatnak, és hogy valamilyen Gsszetettebb
jelenség két oldalat képviselik.

A Compton szoras vazlata a [21] abran lathato.

Az elektron felé haladé foton energiaja a fotoeffektus alapjan szamolhato,
impulzusa pedig a specialis relativitaselméletbél kovetkezik:

Elzhl/l

E = \/]9%02 + m2ct ,m=0— (135)
_El_hyl_ h

Pr= c ¢\

ahol felhasznaltuk, hogy a foton nyugalmi témege 0 és, hogy ¢ = \v =. A
foton impulzusara kapott eredmény (melyhez csak a specialis relativitasel-
méletet hasznaltuk) megegyezik azzal, amit De-Broglie feltevése josol ([134)).
Az elektron energiaja és impulzusa az titkozés elGtt:

Ey = mc?

0 (136)
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Az titkozés utan a foton iranya, energidja, és impulzusa megvaltozik, és
0 szoget zar be az eredeti iranyaval (21| abra.)

EQZhI/Q

Ey h (137)
pr=— =

C /\2

Az iitkozés utan az elektron felgyorsul és megvaltozik az impulzusa, ener-
gidja:

E* = plc® + Ej

(138)
Pe = \/ E? — Eg

A cél, hogy megadjuk a szort foton hullamhossza és iranya kézotti Ossze-
fiiggést, mert ezt lehet kisérletileg mérni. Ehhez az energia és impulzus meg-
maradasat kell felhasznalnunk. Mivel nincs sziikség az elektron impulzusara,
ezért a stratégia az, hogy az energia és az impulzus megmaradasabdl is ki-
fejezziik az elektron impulzusat és a két kifejezést egyenlévé tessziik. Az
impulzus vektormennyiség, ezért a megmaradasi egyenlete:

P1 = Pe + P2
Pe =P1—P2 — (139)
P2 = pi + p3 — 2pip2 cos(0)

Az energia megmaradésa:

E1+E0:E2+\/p302+E§ —
B2 4 (BEy, — Ey)? +2Ey(E) — Ey) = B2 +p*c*  —
p’c? = (B) — Ey)* + 2Ey(E) — E»)
P1— P2

(140)

pi = (p1 — p2)2 + 2FEy

ahol elGszor négyzetre emeltiik az energia megmaradasira vonatkozo egyen-
letet, és felhasznaltuk, hogy p = Ec. A fenti formulat p.-re behelyettesitjiik
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m LN= 2
Pe = ° E*-E
/
E, = hf, _ \/\1‘1’
R T NN N N L F-T-——--——-—--
NN
by = hik, o
E2 = hf2
p2 = hik;
21. abra. Compton-szoras vazlata
az impulzus megmaradasabol nyert egyenletbe p,-re.
P1— P2

P2 =i+ ps — 2pip2 + 2Ey

pg = p% —i—pg — 2pipocos(f)  —

_ 141
—2pipa cos(0) = —2pips + QEOQ (141)

— 11
S l—cos(o)y =172 2
Ey P1p2 b2 b1

Felhasznélva, De-Broglie hullamhosszt (p = h/\) és, Einstein eredményét az
elektron nyugalmi energiajara: Ey = mc?:

Ag — A\ = %(1 — cos(6)) (142)

Ez az Osszefiiggés amit a Compton-kisérletben kimértek: adott eltériilési
szO0g esetén meghatarozza a rontgen sugarzas hullamhosszat. A A = mic
mennyiséget az elektron Compton-hullimhosszanak nevezziik.

Compton-hullamhoszz A Compton-hullamhossznak érdekes fizikai jelen-
tése van. Definicio szerint ugy szdmolhatjuk ki egy részecske Compton-
hullamhosszat, hogy a részecske relativisztikus energiajat egyenl6vé tessziik
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egy foton energidjaval, majd kifejezziik a foton hullamhosszat.

2
Erszecsk:e =mc

Efoton = hv = %
o he (143)
A
h
=
mc

Ez a hullamhossz hatarozza meg azt a méret tartomanyt ami alatt mar nem
lehet elhanyagolni a kvantummechanikai effektusokat és semmilyen klasszi-
kus kozelités nem jo. Miért? Képzeljiik el, hogy lokalizélni szeretnénk egy
ilyen részecskét, gy, hogy fényt szératunk rajta és abbol visszakovetkez-
tetjiik részecske helyét. Ehhez a részecske méretével Gsszemérheté hullam-
hosszti fényre van sziikség, hiszen a fény hullimhosszanal kisebb méretd dol-
gokat nem tudunk felbontani (a képet elmossa az interferencia és fényelhaj-
last). Tehat minél kisebb hullamhosszu fényre van sziikség, de a hullamhossz
csOkkentésének a Compton-hullamhossz hatart szab. A definici6 szerint egy
Compton-hullamhosszi foton energidja pont elég ahhoz, hogy 1étrehozzunk
bel6le még egy ugyanolyan részecskét, mert fedezi a részecske tomegének
megfelels relativisztikus energiat. A fenti folyamat végbe is megy, ezért fenn
all a lehetdség, hogy a részecske helyének mérése kozben létrehozunk még egy
részecskét, ami megkiilonboztethetetlen az eredetitél. Az eredmény az, hogy
a részecske helyét pontosabban tudjuk viszont kredltunk még egy részecskét
aminek semmit nem tudunk a helyérél, és nem tudjuk megkiilonboztetni az
eredetitol.

Egy gondolatkisérlet a fentiek szemléltetésére: Egy részecskét dobozba
zarunk, és elkezdjiik csokkenteni a doboz méretét, igy egyre pontosabban
tudjuk a helyét. (Mondjuk egy munkahengerben van egy elektron.) Egé-
szen addig nem torténik semmi amig nem érjiik el azt, hogy a részecske
egy Compont-hullimhossz méretd helyre van bezarva. A meéret csdkkentése
energiabefektetéssel jar, hiszen a részecske titkozik a fallal és munkat kell
végezniink az igy kifejtett erGvel szemben. A Compont-hullimhossz esetén
az gy elvégzett munka pont akkora, hogy fedezni tudja még egy részecske
keletkezését, igy azzal, hogy bentebb nyomjuk a hengert kredlunk még egy ré-
szecskét. Igy csak azt tudjuk mondani, hogy részecskék csoportja egy adott
méretd helyre van bezarva, de kiilon-kiilon egyik részecskérsl sem tudunk
semmit.
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Ezeket a folyamatokat amik a Compont-hullimhossznal kisebb tavolsa-
gokon mennek végbe a hagyomanyos kvantummechanika nem magyarazza
meg, ehhez kvantumtérelméletre van sziikség, mely a kvantummechanika és
a specialis relativitaselmélet elveit egyesiti, és igy el tud szamolni a részecskék
keletkezésével.

4.2. Schrodinger-egyenlet, hullAmmechanika
Az anyaghullamok altalanositasa

Fentebb lattuk, hogy a hullam-részecske kettdsség részecskéket és elektromag-
neses hullaimokat egyarant leir. Egy foton energidja E = hv és egy részecske
hullAmhossza A = h/p. A fentieket ugy altalanositjuk, hogy a részecskékhez
is hullamot rendeliink ami a fenti Osszefiiggések alapjan adja meg az impul-
zus és az energiat. Ehhez nézziik meg, hogy egy altalanos sikhullam egy
dimenzi6ban hogyan irhato fel:

y(z,t) = A2 () (144)

A formula miikodése:

e Az Euler formula alapjan: e = cos(p) — isin(p). Azaz a fenti ki-
fejezés valos része egy cos fiiggvény. A szamolésok soran konnyebb
az exponencidlis fiiggvényre vonatkozo képeteket hasznélni, és a végén
visszatérhetiink a cos-ra, ha vessziik az eredményt valos részét.

e Egy origbban torténd rezgés egyenlete:

y(t) — Aei27r(ft/T) N
145
y(t) = Acos (27?%) (145)

Ahol T a rezgés periodusideje. A cos fiiggvény 27 periodikus, a ¢/T
hényados azt mondja, meg, hogy éppen hanyad részét tettiik meg a
2m-nek.

e A hullam sebessége c és a pozitiv iranyba halad az x-tengely mentén.
x tavolsagot ezért x/c id6 alatt tesz meg. Ennyi id6 alatt ér a rezgés
forrasban (origoban) ¢ = 0 beli allapota az = pontba. Ez a hullam ter-
jedése. Ezért a fiiggvény argumentumaba x/c — t-t kell beirnunk, mert
meg kell egyezni a kifejezésnek az x = 0 pontban és t = 0 id6pontban
vett vett helyettesitési értékkel
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Erdemes mas valtozokra valtani:
T

== =
x/c )\
2
Tﬂ =w korfrekvencia (146)
2
TF =k hulldmszam
y(x,t) = Aeilke—wt) (147)

Felhasznéljuk a De-Broglie hullamhosszt:
h h 2w

=—=_—"""=1hk 148
P=X " 222 (148)
A fotonok és részecskék energidjat igy fejezhetjiik ki:
h 27
VEge MW =T (149)

Ezeket beirva[l47|egyenlethe megkapjuk a szabad részecskéket leird anyag-
hullamot:

W(x,t) = AenPr=El (150)

Ez hullam irja le a szabad részecskéket. Ahol a hullam intenzitasa )?
nagy, ott nagy valoszintiséggel hat koleson részecskeként (nagy a megtalalasi
valoszintisége). Az interferenciajelenségeket ezzel a hulliammal szamolva ir-
hatjuk le. Az anyaghullamok klasszikus hullimokként viselkednek és szuper-
poziciojuk, interferenciajuk a klasszikus hullimokhoz hasonléan szamolhato.

Schrédinger egyenlet

Az anyaghullamhoz tartozo részecske energiajat a kdvetkezé modon szamol-
hatjuk ki:

h d
== By (151)

Azaz derivaljuk id6 szerint a fiiggvényt, és az eredményt leosztjuk az eredeti
fiiggvénnyel.
Az impulzus hasonl6an adhaté meg:

2Ly =p (152
1 ax
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Az impulzus négyzetét példaul ismételt alkalmazassal kaphatjuk meg:

——1/1> —p——@b P
(153)

A és kifejezésekben léve kifejezéseket amik a bal oldalon hatnak
a ¢ hullamfiiggvényre az energia ill. az impulzus operatoranak nevezziik.
Az elnevezés oka az, hogy a fizikai mennyiséget a hullamfiiggvényen valo
"operalas", hatés utan kapjuk meg. Ezeket a kifejezéseket altaldnosan igaz-
nak fogadjuk el, és ezek lesznek az impulzusnak és energidnak mint fizikai
mennyiségeknek a definiciéi. Ha ez teljesiil akkor tovabbra is igaznak kell
lennie egy részecske energidjara vonatkozé kifejezésnek. Klasszikusan ez a
mozgési energia és a helyzeti energia Gsszege.

Lo, P’
E=—-mv+V()= m+V() (154)

A Schrodinger-egyenlet ennek a ténynek az altalanositasa, kifejezése anyag-
hullamokkal és operatorokkal:

2
By = S+ V(@) (155)
Hasznaljuk fel a fentebb levezetett formulakat
d = d
) = — — 156
zhdtdz 5 dx2¢ + Vi(x)y (156)

Ami a Schriodinger-egyenlet. A fenti érvelés nem az egyenlet levezetése,
az egyenlet tartalmat, motivaciojat szemlélteti. Az egyenlet helyességét, mé-
résekkel ellendrizni kell. Az egyenlet és kdvetkezményei kidlltak a kisérletek
probajat, és elfogadotta valt, mint a kvantum részecskék viselkedését leird
dinamikai egyenlet (nem relativisztikus esetben). A Schrodinger-egyenlet
megoldasa V' = 0 esetben a mar targyalt Altalanos esetben V # 0 és
ekkor a megoldas mar mas lesz.

Zart rendszerekben, idGben allandoé kiilsé koriilmények (peremfeltételek)
esetén a[l56|egyenlet szét vilaszthato két egyenletre. Az egyik az id6fejlédést
irja le a masik a hullamfiiggvény alakjat. Mar lattuk, hogy a Schrodinger-
egyenlet jobb oldala a rendszer energidjat jelenti. Ha a rendszer energi-
aja allando6, mert pl zart, és nem kozliink vele hét, vagy elektromagneses
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energiat akkor a[I52 képletben 1év6 energia id6ben allando konstans mennyi-
ség. Ezt behelyettesitve a Schrédinger egyenletbe kapjuk az idéfiiggetlen
Schrodinger-egyenletet:

—nh* &

Ep(z) = 5 - 5u(@) + V(2)y(z) (157)

Ekkor a rendszer id6 és térvaltozoi szeparélodnak, és fiiggetleniil kezel-

heték. Az idéfiiggést az alabbi egyenlet adja, aminek megoldasa mindig
ugyanaz:

L d
in () = B ()

‘ (158)
(t) = e
A teljes megoldas a két részmegoldas szorzata:
b= P(@)(t) = dla) e+ (159)

HullaAmfiiggvény A Schrodinger-egyenlet megoldasat hullamfiiggvénynek
nevezziik. Altalanos esetben tér és id6valtozoktol egyarant fiigg és a teljes
vizsgalt fizikai rendszer allapotat rogziti, azaz a rendszer minden fizikai tu-
lajdonsaga kiszamithato belSle. Sok a félreértés a hullamfiiggvény jelentését
illetGen, ezért az aldbbiakban a legfontosabb tulajdonsagait felsoroljuk:

e A hullamfiiggvénybdl fizikai mennyiségek kiszamithatok, de maga a
hulldmfiiggvény nem fizikai mennyiség, nem mérhet§ semmilyen beren-
dezéssel kozvetleniil.

e Részecskéknek, atomoknak kiilon nincs hullamfiiggvénye. A hullam-
fliggvényt mindig egy fizikai rendszerhez rendeljiik ami magaban fog-
lalja a kiilénb6z6 méréberendezéseket eszkozoket, amikkel a részecske
(fotonok) kolesonhatnak. Ezt onnan lehet latni, hogy a egyen-
letben nem csak a részecske tulajdonsagai szerepelnek, hanem a V' (x)
potencial is, ami a részecskére hat6 koriilményeket méri.

e A hullamfiiggvény egy komplex fiiggvény, ezért a helyettesitési értékei
komplex szadmok.

o A hullamfiiggvény négyzete ¢ = ) egy valos fiiggvény (a komplex
szam abszolut értéknek négyzete) aminek fizikai jelentést tulajdonita-
nak: a részecske megtalalasi valoszintiségét.
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A "megtalalasi valoszintiség" elnevezés nem tul szerencsés, a kvantum-
mechanika kezdetén alakult ki és maradt meg. Fizikailag azt jelenti, hogy
a hullamfiiggvény altalaban tobb lehetséges poziciot is megenged arra, hogy
az elektronhoz tartozé anyaghullam kélcsénhatasban lépjen. Léattuk, hogy
a kolesonhatasokban pontrészecske-szertien viselkednek az elemi részecskék
(innen a megtalalasi valoszintiség elnevezést), ezért gy gondolhatunk a hul-
lamfiiggvényre mint ami megmondja, hogy hol mekkora valészintiséggel visel-
kedik pontrészecskeként, és hat kdlcson az vizsgalt objektum. A tény, hogy a
Schrodinger egyenlet adott kiindulasi feltételekre nem csak egy, hanem t&bb
végallapotot is megenged a kvantummechanika érdekes tulajdonsaga. A kii-
16nb6z6 végallapotoknak kiilonb6z6 a valdszintsége, hogy pontosan mekkora,
azt a hullamfiiggvény mondja meg. Mivel ezek koziil a lehetGségek koziil va-
lamelyik mindig bekovetkezik az Osszes lehetGségek valoszintiségeinek Osszege
mindig egy, amit igy mondunk, hogy a hullamfiiggvény 1-re normalt, azaz a
helytdl fiiggs valoszintiségek esetén igaz kell legyen:

1= ZP(:@) = /P(x)da: = /w(x)¢($)d$ (160)

Azaz a valbszintiségeket minden kicsi helyre Osszeadva az Osszeg 1 kell
legyen. A fentiek konnyebb elképzelését segiti egy mechanikai analégia: Egy
labda egy domb tetején all amit jobbra és balra teljesen szimmetrikusan két
volgy oOlel kozre. Ha minden tokéletesen szimmetrikus akkor a labda a leg-
kisebb kiils6 hatasra véletlenszertien vagy a jobb vagy a bal volgybe gurul
le. Mivel a kiils¢ hatdsokat nem ismerjiik pontosan azt mondjuk hogy a
labda 50-50 %-os valoszintiséggel jobbra vagy balra gurul le. Ehhez hason-
l6an viselkedik a hullamfiiggvény is, azonban van egy jelentds kiilonbség a
mechanikdhoz képest: A mechanikidban ha pontosan tudnank sz 6sszes kiilsé
hatast ami a labdat éri, akkor elvileg ki tudnank szamolni hova gurul le.
A kvantummechanikdban a bizonytalansag nem a tudisunk hidnyabol ered
hanem a rendszer része inherens mddon, és elvileg sem tudnank kiszadmolni
hova keriilne a részecske, akkor sem ha minden koriilményt pontosan tudunk.

A kvantummechanika alapelvei

A kvantummechanika alapvetGen masként tekint a vilag jelenségeire mint
a klasszikus mechanika ezért 1j fogalmakat vezet be a fizikai folyamatok
leirasara. Ezt tiikrozik a kvantummechanika alapelvei, amik régzitik azokat
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az 1j fogalmakat, amik a Newton-egyenlet, Newtoni-er6, és a mechanikai
mennyiségek altalanositasai.

1. A fizikai rendszereket a hullamfiiggvénnyel jellemezziik, ami minden fi-
zikai informaciot hordoz a rendszerrél. A hullamfiiggvény a rendszer
allapotat rogziti, kiillonbo6z6 allapotokhoz kiilonboz6 fiiggvények tartoz-
nak.

2. A fizikai mennyiségeket a konkrét értékiik helyett a hozzajuk tartozo
mérési utasitassal (operatorokkal) helyettesitjik. Pl. a and
az impulzus és az energia definiciojava 1ép el6. Ennek oka az, hogy
tobbé mar nem igaz az, hogy a rendszer egy allapotahoz ezeknek a
mennyiségeknek csak egy értéke tartozik. Pl. az impulzus operatort
egy altaldnos hullamfiiggvényre hattatva az eredmény nem egy szém,
ami a rendszer impulzusa, hanem tobb impulzus érték keveréke.

3. A hullamfiiggvénnyel megadhat6 annak a valoszintisége, hogy a rend-
szer egy adott allapotban van. Ez

P = ¢(I0,t07a0)775($0,t0,a0) (161)

ahol a hullaimfiiggvény argumentuméban 1évé mennyiségek az allapotot
leir6 paraméterek. ¢ a hullimfiiggvény komplex konjugaltja.

4. A val6szintségi értelmezés miatt a fentebb felirt valoszintiségeknek az
Osszes lehetséges esetre nézve ki kell adniuk az egységet. Ezt gy mond-
juk, hogy a hullamfiiggvény normélt. Ha csak az x valtozotol fiigg a
hullamfiiggvényt, akkor:

P o)
S (e b(w) /w@

5. Mivel egy fizikai mennyiségnek adott allapotban tobb lehetséges értéke
is van a mérése soran ezen lehetséges értékek atlagat latjuk, amit a
fizikai mennyiség varhato értékének hivunk. Egy A mennyiség varhato
értéke a lehetséges értékeinek azok valdsziniiségeivel stulyozott atlaga:

(WIAJD) = 3" P(A) A=) (4 4;)
:/@m@&@mgw

(162)

(163)
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(folytonos valtozokra integralast, diszkrét valtozokra szummat kell hasz-
nalni.) ami az A varhato értéke a U allapotban és W(A;) a hullamfiigg-
vény értéke mikor A = A; Pl. a helyvéltoz6 varhato értéke:

() = / 2y P(e)dz (164)

6. A hullamfiiggvény viselkedését a Schrodinger-egyenlet hatarozza
meg.

Meg kell jegyezni, hogy az axiémék nem mondjak meg, mikor kell venni
egy mennyiség varhato értékét, hogy a mérési eredményeket megmagyaraz-
zuk. A Schrodinger egyenlet nem beszél arr6l, mikor kell komplex abszolit
értéket szamolni, nem kozvetleniil a valdszintiségeket adja meg, csak a hullam-
fiiggvényt. Jelenleg nem ismert olyan egyenlet ami kdzvetleniil a valoszini-
ségeket adja meg, és minden szempontbol helyettesiteni tudja a Schrodinger-
egyenletet. A fentebb leirtakat nevezik méréselméleti problémanak, és
aktivan kutatott tertilet.

Egy konkrét példa: a Schrodinger egyenlet helyesen irja le az anyaghulla-
mok viselkedését a kétrés kisérletben, de nem tartalmaz olyan tagot, ami arra
vonatkozna, hogy konkrétan az részecskék kolcsonhatasba lépnek az ernyével
és ott valamilyen helytdl fiiggs valosziniiséggel detektalodnak. A kiszamolt
hullamfiiggvényrsl nekiink kell tudnunk, hogy az ernyén az elektronok becsa-
podnak, és mesterségesen négyzetre kell emelniink, hogy megkapjuk a mérési
adatokat. Ezutédn a négyzetre emelt hullamfiiggvénnyel nem tudunk tovabb
szamolni a Schrédinger egyenlettel.

Ezt hivjak hullamfiiggvény osszeomlasnak: a négyzetre emelés és var-
hato érték vétele utan elttinik a hullamfiiggvény. S&t ha csak a valoszini-
ségeket tudjuk mérni, akkor abbél nem tudjuk egyértelmiien visszaallitani a
hullamfiiggvényt, mert a komplex részekrdl nincs informacionk.

Részecske dobozban

Vizsgaljuk meg a Schréodinger-egyenlet megoldésat egy dobozba zart részecs-
ke esetében. Ez matematikailag azt jelenti, hogy a részecske mozgasat kor-
latozzuk a 0 < x < L hosszisagia szakaszra. Ezt ugy érjiik el, hogy a
Schrédinger-egyenletben 1év§ V (z) potencial alakja:

V(r)=0, ha 0<z<L

165
V(z) =00 egyébként (165)
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A fenti felosztas harom részre osztja a teret, és hullamfiiggvényt mindha-
rom részben kiilon-kiilon kell meghatarozni, a az idéfiiggetlen Schrodinger-
egyenlet felhasznalasaval.

e © <0: ¢(zx) =0 hiszen a feltevésiink szerint itt nem lehet a részecske.
e > L: ¢(x) = 0 hiszen a feltevésiink szerint itt nem lehet a részecske.
e 0<x<L:Yx)a egyenlet megoldésa, figyelembe véve a
o =0) =0
Y(x=L)=0

feltételeket, amik abbol adédnak, hogy a hullamfiiggvénynek folytonos-
nak kell maradnia, ezért a kozépsé szakasz megoldasanak csatlakoznia
kell a széls6 szakaszok megoldasaihoz.

(166)

A megoldas menete:

1. El6szor meghatarozzuk az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet megolda-
sat altalanosan.

2. A feladatban megfogalmazott megszoritasokat felhasznalva megadjuk
a megoldas pontos alakjat.

3. A megoldés alakjabol meghatarozzuk a lehetséges energiaszinteket, és
impulzusokat.

Az idéfiiggetlen Schrédinger egyenlet megoldasa Az (157) egyenlet
az alabbi alakra hozhato egyszeri helyettesitéssel:

() + R = 0

dx?
2mE
C=T

(167)

A fenti differencidlegyenlet megoldésa egy olyan fiiggvény aminek maso-
dik derivaltja aranyos a fiiggvénnyel.

o Az e” fiiggvény teljesiti ezt a feltételt mert minden derivaltja 6nmaga:
d  x T
et =e”.
dx
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e Az e " fiiggvény szintén teljesiti ezt e feltételt: %e*‘” = —e " és
2 -
e = (=) (=)™

o A fenti két fiiggvény Osszege szintén teljesiti ezt a feltételt hiszen:
2

%(ex_i_e—x) — %650_1_%6—1‘ — (€z+e—x>
o A fenti két megoldast tovabb altalanosithatjuk:

d2

@A(eaw + e—ax) _ Aa2(eax + e—aac) (168)

Ez a megoldas legaltalanosabb alakja. Fontos latni, hogy a két ex-
ponencialis kitev§jében azonos konstanst hasznalhatunk csak. A fen-
ti altalanos alaknak méar csak egyetlen hidnyossdga maradt: az (167))
egyenletben a fiiggvény masodik derivaltja a fliggvény negativ szam szo-
roséaval ardnyos, mig a egyenletben pozitiv szam szorosaval. Ez
azért van mert az exponencialis fiiggvény 2. derivaltja a kitevGben 1évé
konstans négyzetét hozza ki a kifejezés elé. Ezt ugy tudjuk negativva

tenni, ha komplex kitevst hasznalunk, mert (ia)? = —a?. Ezzel:
d? . ) ) )
@A(ezaz + e—zax) — _Aa2(ezax + e—zax) (169)

Ha a = k akkor egyszert behelyettesitéssel lathato, hogy (169) meg-
oldja a (167)) egyenletet.

A feltételek felhasznalasa a megoldasban Az el6zéek alapjan a meg-
oldas alakja:

U(z) = A(e™ 4 =) (170)
Az els6 feltétel: ¥(x =0) =0
0=A(e"+e™
(e"£e™) (171)
0=1+1

Amibdl latszik, hogy a & -bdl a — elGjelet kell elfogadnunk.
A masodik feltétel: ¢(z = L) =0
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O — A(eikL :te—ikL)

0= (eQikL - 1)
1= eZikL (172)
2mn = 2kL
T
k=nZ
TLL,

ahol n egész szamokat jelent. A megoldas alakja, figyelembe véve a feltétele-

ket: , ,
2/}(1') — A<€'Lkz o efzkx)

7T (173)
k=n—
"L
Ez egyszertisithets az Euler -tétel felhasznalasaval:
e = cos(x) + isin(x)
e = cos(—x) + isin(—x) = cos(z) — isin(x) (174)
4
e — e = 2isin(z)
() = 2iAsin(kx)
P (175)
= nL?

Az A konstanst barmilyen szdmmal megszorozhatjuk, konstans marad,
ezért 2iA — A helyettesitéssel tovabbra is jo megoldas marad, de még ke-
resniink kell egy feltétel A megadasara. A megoldas amit a tovabbiakban
hasznélunk:

(x) = Asin(kx)

T
k=nz (176)
2mE
k= —r

A hullamfiiggvény normaltsaga A hullamfiiggvény targyalasanal lat-
tuk, hogy a valdsziniiségi értelmezés miatt a hullamfliggvény integrélja 1
kell, hogy legyen a teljes téren. Mivel itt a hullamfiiggvény csak 0 < x < L
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esetekben nem 0, ezért csak erre a térrészre kell integralni. A normaéltsagi
feltétel:

=L L
U(x)’dr = A2/ sin®(kz)dx
0

=0

Lq_ : :
A2/ 1 Cos(2kx)dx _ Azl I_ sin(2kL) N sin(0)
. 2 2 2k 2%

e (177)
1= =
2
2
A=\

ahol felhasznaltuk, hogy cos(2z) = cos?(x) — sin®(x) = 1 — sin?(z) valamint,
hogy [ cos(az)dx = %, illetve, hogy a (176) alapjan tudjuk, hogy kL =
nm.

A teljes hullamfiiggvény az id6fiiggs résszel egyiitt, ami mindig ugyanaz,
ahogy az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet esetében vizsgaltuk:

U(x,t) = \/%sin(k:x)e_éEt

2mE
K=

Ez a megoldas egy allohullamot ir le. A részecske hullamfiiggvénye olyan,
mint a két pont kézé befogott gitarhir. Az allohullam abban kiilonbozik a
sikhullamtol, hogy benne a hullimhegyek és hullamvélgyek nem mozognak,
adott pontokban a kitérés maximalis értéke mindig ugyanannyi. Ezzel az
adott kitéréssel végez az ott 1év§ pont idében rezgést. Emiatt lehet az, hogy
a hullamfiiggvény térszert részét érdemes vizsgalni, ugyanis a térszeri rész

id6ben nem véltozik. Pl: z = L/2 helyen ¢)(x = [/2,t) egy \/%sin(k:L/Q)

amplitadoji rezgést végez e/t — cos(E/ht) szerint.
A megoldas alakja a[22] Abran lathato.
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22. dbra. A dobozba zart részecske hullamfiiggvénye, kiilonb6z6 energidk,
n-ek esetén.

A dobozba zart részecske energidja A (178) megoldasban az energiat
kifejezhetjiik a kovetkezéképpen:

nr?  2mE
2 2
h?r? (179)
E, =n?
" 2mL2
E, =n’E,

c e,

juk a rendszernek kvantalt energiaszintjei vannak, és n-et kvantumszamnak
hivjuk. Ez a helyzet gyakran el6fordul a kvantummechanikédban, és altaldban
nem csak egy kvantumszdmmal jellemezhetiink egy allapotot. A kiilénbo6z6
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n-ekhez tartozo hullamfiiggvények mashogy néznek ki, masol vannak a maxi-
mumai és minimumai. Ebben az esetben n-nek megfelel§ szamu hullamhegy /
volgy keriil a 0 < = < L szakaszra. A részecske legalacsonyabb energia-
szintje n = 1-hez tartozik és nem 0! Ez egy klasszikus rendszer esetében
nem igy van, ott a legalacsonyabb energia mindig 0. Ezt hivjak nullponti
energianak. A kvantummechanikiban gyakran el6fordul nem 0 nullponti
energia, azonban hatasa nem mutathato ki, mivel a kisérletek soran mindig
energiakiilonbségeket mériink, és nem tudunk a legkisebb energiaszint al&
keriilni (ezért a legkisebb). (ehhez az kellene, hogy legyen egy kisebb szint
amire le tud keriilni a rendszer.) Az, hogy a nullponti energia nem fizikai
az is mutatja, hogy fiigg a doboz paramétereitsl, ezért nem egy univerzalis
dolog. A Casimir-effektus néven ismert jelenséget sokéig a nullponti ener-
gia bizonyitékaként tartottdk szamon, de kideriilt, hogy magyarazhato QED
modszereivel is, ahol nincs sziikség a fogalomra.

A dobozba zart részecske tartézkodasi valészintisége A hullamfiigg-
vénybdl megtudhatjuk, hogy mekkora valészintiséggel taldljuk a részecskét
egy adott helyen. Pl a doboz bal oldalan:

L/2 L/2
(z)*dx = / = sin®(kx)dx
0 o L

_21/(L sin(kL) N sin(0) (180)
L2\ 2 2k 2k

_ 1 sin(kL)

2 2kL

Mivel kL. = nm az eredmény fiigg n-t6l, ami nem csoda, mert a hullam-
fiiggvény alakja ekkor mas.
n =1 esetben: kL = 7 és sin(m) =0

PO<z<L/2n=1)=1/2 (181)
n = 2 esetben: kL = 27 és sin(27r) =0
PO<z<L/2n=2)=1/2 (182)

Barmely a és b kozotti tartozkodési valosziniséget kiszamolhatjuk:

107



b
/ U(z)’dr = / z n?(kz)dx
" . L (183)
_ 21 ( b—a) _ sin(2kb) N sin(2ka))
L2 2k 2k
Legyen a = L/3 és b = 2(L/3). n = 1 esetben: kL = m amit azt jelenti, hogy

sin(27/3) = v/3/2 valamint, hogy sin(47/3) = v/3/2 = —/3/2
L V3 3/2L V3 /2L>
(184)

L o2L/3,n =1
P(L/3<w<2Lf3n=1)= L<3 o o

1 3
=-4+—=0,61
3+27T

A részecske nagy valoszintiséggel a doboz kozepén talalhatdé meg. Egy fi-
zikal mérés eredményét a részecske helyére vonatkozoan a kdvetkezdképpen
képzelhetjiik el: a 0 < x < L szakaszt felosztjuk NV db kis Az hosszusagi sza-
kaszra. A szakaszokat a sorszamukkal azonositjuk Ax; az i-dik szakasz. A Ax
hosszat tgy kell megvalasztani, hogy a méréberendezés hely felbontasdnak
feleljen meg. A berendezés azt tudja csak eldonteni, melyik kis szakaszban
méri a részecske helyét, de azt nem, hogy azon beliil hol van. Minden ilyen
kis szakaszra kiszamolhatjuk, hogy mekkora a valdsziniisége, hogy ott van a
részecske. (ez fiigg a szakasz helyétsl) A berendezés sokiig be van kapcsolva,
akkor sok helyen detektalja a részecskét. tegyiik fel, hogy idealisan miikodik,
és nem valtoztatja meg a részecske energiajat ekozben. A gépnek van valami-
lyen mintavételi gyakorisaga, tehat adott id6 alatt adott mennyiségid mérést
képes végezni. Tegyiik fel, hogy N = 100 db mérést végzett a berendezést.
Az adatok kiolvasasa utan statisztikat készitiink arrél, hogy melyik Ax; sza-
kasz hanyszor fordul els, azaz, hogy hényszor detektalta a gép a részecskét
egy adott szakaszon beliil. Legyen az a szam N;. Ekkor

Pl € Az) = 2 (185)

N

Ez a valoszintiség akkor egyezik meg a fenti modon integralassal kiszamolt va-
loszintiséggel, ha N nagyon nagy, addig az eredmény az elméleti valoszintiség
koriil fluktual a mérési modszertdl fiiggé modon.

A dobozba zart részecske helyének varhaté értéke A fent leirt mo-
don zajlo mérés eredményeit atlagolhatjuk, hogy megtudjuk "atlagosan" hol
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helyezkedik el a részecske. Ez matematikailag a hely operator varhato értékét
jelenti ebben az allapotban. Fentebb lattuk, hogy kiszamitasdnak modja:

@lsli(a) = [ Gt

/ \/ism k) \/ism kz)d (186)

— / Zasin® (ka)da

0

hasznaljuk fel az alabbi azonossagot:

r?>  wsin(2ax)  cos(2ax)

/ rsin®(az)dr = = — - (187)

4 4a 8a?
Az eredményhez a 0 L hatarokat kell beirni az integréalba:

W(ﬂﬁ)\xW(:ﬁ»:%(x xsin(2kx) COS(2/{;x)>

a 2
4 | 4k 8k (188)
_ L Lsin(2kL) cos(2kL) —
S 2 2k Ak2L

Az eredmény k-n keresztiil fiigg n-t6l. Vegyiink alapallapotot n = 1.
Ekkor kL = m és 2k = 27/ L.

(W(x,n =1)|zj(x,n=1)) =
L Lsin(2r) cos(2m)—1 L (189)
T2 21 C 4r2L 2

Az eredmény szemléletes abbol a szemponthol, hogy a részecske atlagosan
ott tartozkodik ahol nagy a tartézkodasi valoszintisége, azaz a doboz kdzepén.

A részecske impulzusa A (178) -bol felhasznaljuk a részecske energidja-
ra vonatkozo egyenleteket, tovabba a tényt, hogy a részecske impulzusa és
energiaja kozotti kapcesolat akkor amikor a potencidl 0:

p= (190)
2m
Ezekkel: ) -
h
p—:En:nQEoan T
2m 2mL2 (191)
p= j:nh% = +kh



Ennek az eredménynek két érdekes tulajdonsaga van. Az egyik, hogy az
impulzus fiigg n-t6l. A masik, hogy adott n kvantumszamhoz nem egy ha-
nem két impulzus érték is tartozik, 50-50 %-os valoszintiséggel (hiszen a két
értékhez minden més szempontbol azonos allapota tartozik a részecskének).
Ez a helyzet gyakran el6fordul a kvantummechanikiban és gy mondjuk,
hogy a részecske allapota nem impulzus sajatallapot. Nem ennyire nyil-
vanvald, de ki utanagondolas utan lathato, hogy pontosan ez a helyzet a hely
operatorra is. A dobozba zart részecske nincs hely operator sajatallapotban,
hiszen a hullamfiiggvény pont azt mondja, hogy tobb lehetséges hely érték is
ugyanolyan jogosan el6fordulhat, persze nem azonos valdsziniiséggel.

Sajatfiiggvény, sajatallapot Az fizikai mennyiségeket definialo egyenle-
tek és tekintheték differencialegyenleteknek is, és megoldasaik
a fizikai mennyiséghez tartozo sajatfiiggvények. A sajatfiiggvények olyan
hullamfiiggvények melyekre nézve az adott fizikai mennyiségnek hatarozott
értéke van. A fenti megoldas a rendszer energia sajatallapota mert minden
n-hez egy olyan hullamfiiggvény tartozik aminek energiaja adott. Altalaban
a fizikai rendszer energiasajatallapotait keressiik, mert az energia megmara-
dasa miatt ezek id6ben allandodak, illetve a kolcsénhatasok koliinb6zE energia
sajatallapotok kozott viszik at a rendszert. Ennek altalaban az a kovetkez-
ménye, hogy a rendszer sem hely, sem impulzus sajatallapotban nincs, azaz
megkapjuk a kvantummechanikai jelenségeket, amikben egy allapothoz t6bb
lehetséges hely és impulzus tartozik, igy belekényszeriiliink a valoszintségi
értelmezésbe.

Impulzus sajatallapot Vizsgaljuk meg az impulzus sajatallapotait. Az
egyenlet:

d ?
() = 3pb(a) (192)

Ennek megoldasai olyan fiiggvények amik derivaltja aranyos magaval a fiigg-
vénnyel. Lattuk mar, hogy ezek a fiiggvények az exponenciilis fiiggvények.
Az impulzus operator sajatfiiggvényei tehat:

U(z), = Ae'h® (193)
Ez ugy irhatjuk le, hogy :

~

PY¥(z), =p¥(z), (194)
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Ahol bevezettiik az impulzus operatorra a roviditett jelolést: P= %% Ezek
a sajatfiiggvények egy nagyon fontos tulajdonsaggal rendelkeznek, amit orto-
gonalitdsnak hivnak. Vegyiink két impulzus sajatfiigvényt, amik kiilénbo6z6
impulzusokhoz tartoznak.

p\p(@p =p¥(z),

. (195)
PU(a)y = p'¥(a),

Komplex konjugaljuk a 2. egyenletet és szorozzuk meg U(z),-vel az elsd

egyenletet pedig \I/(x)p,—vel, majd vonjuk ki a két egyenletet egymasbol. A p
és p’ értékek nem valtoznak mert valosak.

U(z), PU(z), — U(x),PU(), = (p— p)¥(x),U(x),  (196)

Integraljuk mindkét oldalt. A bal oldal minkét tagja egyenls. Ennek
az az oka, hogy az integralas utan az elsé tag definicié szerint az impulzus
varhato értéke, ami valos, ekkor igaz, hogy:

“Ts W (197)
= V(z),P¥(z),
Azaz a két kifejezés egyenls, ezért az eredmény:
0= (1) [ V), Ty

4

[ v, T (198)

0, ha p#p

1, ha p=yp

Azaz ha a sajatfiiggvényt onmagaval integraljuk az érték 1, mert normalt,
ha pedig massal akkor mindig 0. FEz a tulajdonsag nagyban leegyszertisiti a
kvantummechanikai szamolasokat. Miel6tt a dobozba zart részecske megol-
désat felirtuk volna sin-al lattuk hogy a hullamfiiggvény két exponencialis
fliggvény Osszege ként all els, specidlisan:

U(z) = A(e™ — ) (199)
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A fiiggvények amikbdl 4ll a megoldasa pontosan az impulzus operéator sajat-
fiiggvényei! A megoldasa ezért irhatd igy is:

V(@) = V(@) — V(x)—kn (200)

Azaz a dobozba zart részecske hullamfiiggvénye elGallithat6, mint impul-
zus sajatfiiggvények (sajatallapotok) kombinacioja. Specidlisan egy p = kh
nagysagu és egy —p nagysagui impulzushoz tartozoé sajatfiigvény kiilénbsége-
ként. Pont ezek azok az impulzusok amiket kiszAmitottunk fentebb. Ezek
az eredmények altalanosan is igazak. Minden kvantummechanikai alla-
pot (hullamfiiggvény) felirhaté mint impulzus sajatallapotok kom-
binacidja. Az allapotban ezek utan azok az impulzusok fordulnak el§ egy
fizikai mérés soran amikbol osszeallitottuk. (Valojaban ez az allapot Fourier-
transzformaltja, hiszen a Fourier-transzforméacio sikhullamokra valé felbon-
tast jelent, amik pont az impulzus sajatfiiggvényei) A matematikai megfogal-
mazasa ennek a ténynek a kovetkezd: Hassunk a kombinéciora az impulzus

operatorral: P =24
i dz

Py(z) = PU(@)i — PO (), (201)
= KRV (2)in + KW () n

A sajatfiiggvények ortogonlaitasat kihasznélva kénnyen kiszamolhatjuk a
varhato értéket:

W@IPlUa) = [ 9Py

— [ @@~ @) (B ()i + K () 1)

Az impulzus sajatfiigvények ortogonlaitdsa miatt csak azok a tényezGk nem
nulldk a két kifejezés szorzasa utan, amikben azonos impulzushoz tartozo
fliggvények szorzatai alkotnak. Ha konstansokat kivessziik az integralok elé,
akkor az eredmény:

(W) [Pl (x)) =

=kh—kh =0

Ahol felhasznaltuk, hogy a sajatfiiggvények énmagukkal komplex konjugalt-
javal vett integralja 1, mert normaltak.

(202)
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Tehat az impulzus varhato értéke p = 0, aminek az a legf6bb oka, hogy
minden allapotban az adott energidhoz két egymassal ellentétes impulzus
tartozik, és ezek kiejtik egymést. Kzt az eredményt kapjuk akkor is, ha
kozvetleniil elvégezziik a szamitést:

(h(z)| Py (z)) = 2h /L sin(k:x)i sin(kx)dr =

Li J, dx
2n, ("

= ——,k/ sin(kz) cos(kx)dx = (204)
Li J,

B Eﬁksinz(k;x)
L 2k

Az eredmény n = 1 esetén kL = m valamint sin(7r) = 0 miatt 0.

L

0

Fizikai mennyiségek sajatallapotai Amit fentebb az impulzusrol belét-
tunk az igaz, minden fizikai mennyiségre. Azaz

e Minden fizikai mennyiséghez tartozik egy operator, aminek varhato ér-
téke barmely hullamfiiggvényre nézve valés. Kiszamitasi modja:

(U|A|W) = /GA\IJ (205)

o Az operatorhoz tartoznak sajatallapotok amik olyan hullamfiiggvé-
nyek melyekre nézve az adott fizikai mennyiség értéke adott:

AU = q¥ (206)

ahol U az operator egy sajatfiiggvénye, amihez a fizikai mennyiség
a értéke tartozik, ezt az operdtor sajatértékének nevezziik és mindig
valos.

o A sajatfiiggvények ortgonaisak: énmaguk komplex konjugaltjaval vett
integraljuk, mindig 0, kivéve, ha egy olyan fiiggvénnyel vessziik amihez
a fizikai mennyiség ugyanazon sajatértéke tartozik, ekkor 1.

/ U () Y (x)pdr = Jup (207)

e Minden fizikai allapot, hullamfiiggvény felirhaté barmilyen fizikai mennyi-
ség sajatfiiggvényeinek kombinécidjaként. Ez az kombinacié nem biz-
tos, hogy véges mennyiségii tagot tartalmaz, ha csak egy tagot, akkor
pedig sajatallapot.

113



Hatarozatlansagi relacié

Amikor megoldjuk a Schrédinger egyenletet a rendszer energiasajatéllapotait
kapjuk. Ha ez az allapot nem sajatéllapota a hely vagy az impulzus ope-
ratornak, akkor ezek sajatfiiggvényeinek kombindacioibol épithets fel. Mivel
minden sajatfiiggvényhez egy hely, illetve impulzus adat tartozik, a kombiné-
ciot elkeriilhetetleniil tobb impulzus illetve hely érték jellemzi attol fiiggen
melyik sajatfiiggvény-rendszert hasznéaltuk (csak egyet szabad egyszerre). Ez
azt jelenti, hogy sem a helynek sem az impulzusnak nem lehet hatarozott ér-
téke az allapotban. Megbecsiilhetjiik mekkora értékek kézott ingadoznak, ha
vessziik a varhato értékiik és az ettdl legtavolabbi érték kiilonbségét. Hivjuk
ezeket Ap-nek és Az-nek.
A dobozba zart részecske esetén:

e : Az = L/2, mert a hely varhato értéke x = L/2 és ettdl legmesszebb
a részecske a széleken lehet x = 0 és x = L pontokban. Ezek tavolsaga
L/2

e : Az impulzus varhato értéke minden esetben 0 volt, amint lattuk, de ez
két érték +p = thk koziil barmelyik lehet, ezért Ap = hk a legnagyobb
eltérés.

Ezeket felhasznalva irhato, hogy:

kL nmw h h
~h— = h— = na— > — 208
AxAp ~h 5 h 5 n7r2 > 5 (208)

Azaz az impulzus és a hely bizonytalansaga kozott forditott Osszefiiggés
van. Ez egy altalanosithato allitas, a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio.
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5. Magfizika és radioaktivitas
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6. Térelmélet és a részecskefizika

116



7. Renormalas és univerzalitas
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8. Szilardtestfizika, szupravezetés, félvezetsk
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